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2» CO« a» = CO» na + W| co« (n — ^2) a + u^cos (n — 4) a -|- . . . . 



ij^ich auf einem Missverständnisse der Bedeutung von i in den 
^vrescbeo Formeln. Ich will daher dieselbeii nach meinen Kräf- 
I erläuter e un d bei ihr er F eststeilung mich des allgemeineren 

fichens Vk—i statt V — 1 bedienen. 



Mnltipiicirt man die beiden Ausdrücke 

Pj = cos Ol + ^k — 1 . sin Ol , 
P2= cos a^+^Ic — l.sinos 

k rinander, so findet man leicht 

l^iP2=cos(a| +aa) + V^/:— 1 . sin («1+02)+* sin a^ sino«. 

Miltiplicirt man nochmals mit 

■ 

p^ =:cos O) +V k — 1. sinO), 
n iadeC ach 



+^ (sin (oi +a^)8inai+p^ sin o^ sin Os), 
■d wenn noch ein vierter Factor 

l p^ = cos a^ + t^Ä:— 1.8ina4 

immt: 

|»iM9,P4=cos {oi+ot^+a^+a^+^k^l . sin (oiH-Os+lZs+aJ 
i(riD(«| + c^+O)) sln»ö4+/>4 sin («i + % ) sin a, +p3/>4 sin a^ sin Oj). 

Maa kann hieraus schon das ßildungsgesetz ffir beliebig viele 
abnehmen, denn man findet: 

I) P\ P9P9 • • • • pm = co8,(«i -{-a^+a^ + . . . am) 

+ V^Ä— 1 . sin (fli -1-^2 + ^3 +...flin) 

sin ( Ol -f % -1- <i3 + • • • • «^ — sin <>m 
+ sin («1 + Ojj + . . . . «m— «) sin «m- 1 ./>m 

+ sin (iii + «F2 + • • • • «m— 3) sin am — « ./*m - » /^m 

- t I + sin (Ci + 02 + . • . • öm-4 ) sin am—» •pm-'* pm^i Jfm 

n, s w. 

+ sin («1 + «2 + • • • • Om— r) sin üm-r—i^ • fm—r-'i • . • .^m 

u. s. w. , 
-|- sin Oi sin 02 . />3 />4/>6 • • • • /^m. 
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folgfich 

(cos a+t" A— l.8ina)""=^(cos^+t it— l.siny)", 
r nach §. 5 : 

ma+Ak+Bk^.... ) ^^ (cos n<p +51*+ »*«+... 

^ ( +....)^^"I=^ 

SOS nun folgt: 

cosjiia+-4A+BÄ:*....=^(cosw^+3(Ä+^Ä«...), 
«niiia+J'A+B'A«....=^»(sinn9+31'Ä: + ©'Aa...). 

INcse GleichuDgeD sind richtig fSr jedes k^ty sie sind daher 
alle Werthe von k richtige und wenn man nun A;=0 »eitt, so 
flt man: 

cosiRa=^cos9l9, sin»?a=y»öinn9>. 



Dm den Werth von q=^VR^-[^S^ für ä=0 zu erhalten, mul- 
iehre man die Gleichung 



m 



(cosa+O— l.sina)» = Ä+ SO-l 



(cosa — O—l.sina)» =Ä— SO— l. 



:«Ult man 

1» 



(1 — *fllna«)» =jRa+S*— S>A. 

Setzt man hier k=zO, so folgt 9*=Äa+S«=l, ^=1, und 
p||^ cosfiia=:cosn99 sin 7ita= sin 929» daher 






l' Nimmt man nun die Werthe, in welche die Reihen R und S 
1=0 sich verwandeln 5 so erhält man: 



m • X m 



XVII) cos— a = cos«« — ( — I coso« sm a* 

y^^^cos fl» sin a* . . ., 
8in— a =( — I cos 0» sm a — 1 — I cos a« sin a* 

+ 1 — 1 cos o" sin a* 

Kwet ^ilt jedoch nur» wenn der Bogen a im 'ersten Quadran« 
«gt, wid man sich auf folgende Weise überzeugen kann. AuA 
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•Ä tn 

f/»" == (iy + 1-^) (or + ijy)»"= (i?+ 1^) (cos — a + ifiin — a). 

Wird aber der ßogen A negativ genommen , so wird auch y 
negativ^ und es ver^vandelt sich U in F. Daher 

V^=z (ri + id) {x-^iyY =(17+/^) (cos— a — tsin— a). 
Daher 

mm ^^ 

1 17» +i F» =(i? + t'*) cos-«, 
Jj^^ ü» '- i F« = (,? + /*) sin ^a. 



I 



Ueber die Moivreschen Formeln mit negativem Exponenten 
ist nur wenig zu sagen übrig. Die Betrachtung lässt sich auch 

hier mit der allgemeineren Grösse ^k — 1 statt des t heginneo und» 3 
man erhält zuletzt ähnliche Resultate ^ wie bei positiven Expon^ \ 
ten. Denn wenn zuerst m eine ganze Zahl ist^ so hat man '' 

(cos a -^ ^Tk'-li . sin g)"» 

(cos a+ 1^ k^l . sin«)- '^(cosa+1^Ä=:].sina)«(cosa-1^Ä=4 .»«•)• 

(cos a — ^Tk-^l , sin g)"» 

~" (l-Äsino«)»^ ' 

welches sich nach §. 5. in 

(cos a + V^Ä— 1 . sin a)— "» 

1 

verwandelt» woraus sich alsbald alles Weitere ergiebt. 
Ist aber der Exponent ein Bruch =~-, so hat man 

M 

. . AT-j — r . .— ^ (cosa— O— l.sina)» 
(cos a + T Ä — ^1 . sin a) * = -^ • ^. 

^ ' fii 

(1 — ifcsino*)» 
Hier lassen wir nun den Bogen a zuerst im ersten Quadranten 

m 

liegen und lösen (coso + t^^— l.sino) »auf in 

cosa "+(- J ,^^^^ " sina2.(Ä;— 1) + ..,. 
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II I cos a 



" sino 



m 



'+ f — —-) coso " sin «'.(^ — 1.... 



i^T:ri 



in 



Nach §.7. lässt sich aber (cosa— t^i— l.sina)«inÄ-SO-l 
rwandeln^ so dass man also 



Rf=z 



R 



m 



S'=z 



— s 



(1 — ^sina^» 
hStt. Daher für i^=:0 



(l — A:sina«)« 



.' ■• ' 



R'=:R=z cos — a = cos( a), 

' = — Ä= — sm — a=sin (— — a). 



Hui «neht hieraus , dass die Reihen in XV) fSr jeden Werth 
gelten, wenn der positive oder negative Bogen a nur im 
Quadranten liegt. 



m 



Bei(co8^-|'t'sin^) ** muss man ebenfalls die Reduction auf 

Bfaiom i^^iy) " machen, wo x die absolute Grosse von 
\A und jf^sin^ ist. Man wird da 

(cwJ+»sinJ)^^==:(cos— £:^--tsin^^?y^)(:t+fy)^^ 

n n 

cos^l positiv ist'^ und 



m 
tt 



(cos^-l-tsin^l) 

. _^eiJ>2? . . (2it+l)mn;w ... 
(cos — % sm ii-E— i — ^ )(^+ w 



m 



eosil negativ ist, erhalten. Unter {X'{-iy) " ist diejenige 
* m verstehen, welche durch 



— ?i_4 



y*.... 






m 



m _i 



äwt wird , Indem man (iir x ^ , x ", , u. s. w. nur die 
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absoluten Zahlenwerthe setzt. Hieraus ist aber klar/ dass die 

m 
Ausdrücke XIX) mid XX) auch für negative Werthe von -r- gelten. 

§. 10. 

Zuletzt will ich noch die Anwendung der bisherigen Theorie 
an einem Beispiele zeigen^ und zu dem £nde die berüchtigte Reihe 

U=cosna+ni cos(n — 2)a+W2 coB(n — 4)a.... 

wählen, welche Euler als die Entwickelung von S** cos o" gefunden 
hatte und die nach ihm für alle Werthe von n und a gelten sollte. 
Aber Poisson entdeckte nachher, dass diese Reihe. tur n-=l und. 
a: = 7C nicht mehr richtig sei, und seitdem ist sehr viel ülier di<ese'. 
Sache verhandelt worden. Mir scheint in der hier gegebenen 
Theorie die allereinfachste Auflösung der Verwickelung zu liegen. 

Es sei n überhaupjt. einj)o.sitiyer oder jiega^iver Bjruch ^undzuerst 

cosa positiv. Der spitze Bogenwerth zu cosa sei q>, so ist all- 
gl^p^V^, '«renn ^ .eine «gs^pzß, Zahl bedeutet : . * ^ 

* ••■*•■ I . 

1..I M r- . ■• :. .-. '■■..:;■.. ■ .-. :..•:. , ■• . 

«J • ■ ........ .♦. » , 

cos (— — 2k)a ■ , 

q ' 

, = i V^^ (- — 2*) 2iX7r+ 1 sin (^ — ^k) 2fi7r] (co9^ + i sin 9) V "" * 

+ i [cos (2— 2>t)2jii7— f sin(2— 2Ä:)2/i7r] (cos 9— «sin (p) ?"*** 

= 4(cos-^-^ — hl sm-^-^ — )(cos9> + isina>) 9 

q q .f!5» . 

+ 5 (cos -^ 1 sm — ^-* — /(cos qp — 1 sin 9) ? 

Hier sietzen wir zur.Abküczung 

' ." •«..-■- 

und erhalten 



I* ' 

cos 






j cos e — 2Ä:)a = RP9 ^ + jB'P'^ 

• • « - iR 

Dadurch verwandelt sich die Reihe 



t^2k 



l«<l)."-(?-»>+(f).-(l-0-*- - 
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C7=4Ä(i»9 + 



(f). 






ca 



P^ '* + ....) 



j» 



+i«'(^'+(f),^'"'+(f),^~*+-) . 



».•^» 






Aber maD hat 

' ■ 1 

J*+ 4=cosg)+tsiDg)H ^ ^r-: — 

= cos9 + fsiD 9>.+cos 9 — t siD 9=2 cos g> , 
I e|>eD so 

P'+^=2cos9. 

Unsere Reilie wird also 

: i p. p 21 t 

,.. l7^4iRßcoa9?).?H-iJR' (2cosg?)9 = i(Ä+JB02J.(cos.gOir- • 

d. n. l7=cos .2^ (cosq>)9. 

■ ■ 

Daher ist allgemein 

XXI5 2s cos?^^ (cos 9))f 

=cos|«+(|.)^ cos(|-2)«+(|)^ cos (|-4)a+. .. . 

dabei ist cos 9= cos a> und m^n muss nach §. 8. ^==0^ =1^ 
n. 8. w. setzen 9 je imchdem a im Isten, Sten, 9ten, n. s. w. 

iten liegt Ist ^ = 1» also ^ eine ganze Zahl n^ §»0 wird 
•-*~^--= 1 , und man erhält die gemeine Reihe 

2»cosa»=cos«a+niCos(n — 2)a+W2Cos(7i — 4)« + ...., 

fibr positive und negiative ganze n allgemein gilt. 

Ist nun zum Zweiten cos a negativ , so wird man setzen müssen . 

fP 



• ■ 



.4' 



cos(^— 2ifc)a 



|{cos^ -.2*) (2ft+l)w+ 1 sin (2 — 2A)(2fA+I)a] (cosy+tsin^)^ 

p 
[eos (2 - 2k) (2^+1)75 - i sin (^ -2Ä:)(2fA+l)a] (cosy-t sin9>)T 



£-2* 



-'iit 
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/ 



e—^* mn^xda: (1) 

o 



henkt in hiben, obgleich dasselbe bei verschiedeneB «naMi- 
n Untersuchungen vorkommt. Es möge daher in diesen Zel- 
»in kleiner Beitrag zu einer Theorie desselben folgen» der sich 
S9eD auf den Fall beschränkt, dass m eine positive ganze Zahl 
bt. 

I. 

Wendet man die bekannte Reduktionsfonnel 

f uvdx:=:ut vda: — 1 dujvdx 

das Integral (1) fSr tc=sin ^Xy v:^e-^ an, so erhält man 

in ^X€-^dx=a\n^xj er^dx — m /sin ^"^^^xcouxdx le'f^dx 

= — — sin ^xe—*^ 4 — /sin "•^^o: cos x er** dx . .. (2) 
a aj 

Benutzt man die genannte Reduktionsformel noch einmal für 
tanf der rechten Mite vorkommende' Integral, indem man 

ti = sin "^*a:cos j; , ü = e— «• 
M, so ist 

/8in"*"id:cosa:e~*» iia:= sin »—^jrcos J?/Ä~**rfla; 

— / [(w»— •l)sin"«-^arcos*Ä — sln"»a:]Ar le-^dx; 
b, wenn man bemerkt, dass cos^jr=l — sin'j; ist: 
I / sin ~-*ar cos x e~«* dx = sin "»— * ar cos x /c~** tlx 

— u / [ ( w^— l) sin "»-*i: — m sin "*x\dx / er^ dx 

= —— sin "«"-^ ;rco8 x er-^ 
a 

^^!L::±ß\nf^^xe-^dx-~ ßin'^xe-^dx. 



Substituiren wir diess in die Gleichung (2), so wird 

Uan^xe-^dx=^* sin "».rp-«* — -^ sin "^*;rcosa:i» 

j a #/* 

t «i(lILpl)/^inm-«^c-axrf^_?** ßin"^xer-^dx, 
o* J «V 



wenn wir hier das Integral 
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bt aber m ungerade« so kann iiiaii3p=::iii^l nehmeo^ wodurch 
lu letzte Integral . 

CO i 



0*' 



o»+l* 



irinl. Es ist in diesem Falle 




90 



sia^xc^dx 



_ «t(m— 1) (nh-2) (m—3) 



3.2 



t 



tt^+mfl ' o«+ (m— 2)« o«+3« ' o»+l* 



tka 



sin^a; 



1.2.3.4.;... (7n-^l)m 



(aH-l*) (a'-f^*) (aH6*) (aH«*) 



. - (4) 



Uan kann die Werthe unseres Integrales auch noch auf einem 
anderen Wege finden. Man hat nämlich für jede/s geradem: 



(-1)72**-^ sin "•ar=iffoco8 ma> — nii cos (m — 2)x+m2Cos(m — 4)a; — . 



'■ -. +(—!)*" ^,iji-.iC08 2»+(— l)2i»i.,„, 

n %« i}i2 9 etc. die BinomiaikoefßzienteD des Elxponenten m 
iden. Multiplizirt man diese Gleichung mit 

bt^rirt zwischen den Gränzen x=^Oy j; = x) , so ist 



(—1)^2«-* / »in^xer^dx 



/»OD 



cosnu: 



dx — wti / 
*/ 



cos (m— 2)^ e~*** dx'\- .... 



M 1 /»CD m />ac 

wenn man den Wertfa jedes Integrales nach der allgemeinen 



y: 



OD 



COS bxe-^dx = -.,?-.« 
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■ 



fi> I II* 



womit der Werth des Integrales fiir gemde m gefunden ii 
Für ungerade m hat man bekanntlich 



{— 1) * 2"»—* sin *»»^ =1110 sin iiw:— Uli sin (m — 2)a:+ii%sin(n^— 4)* 

+ ( — 1) 2 mK»,-.!) sin ar, 
mithin durch Multiplikation mit 

und Integration z^vischen den GrSnsen xsß^ x=^\ 

^m^ I smmxe-^ dx — wii/ sin(j»— 2)«r-«*^€fcr+,.. 
t/ o t/o 

m — I /»OD 

+ ( — l)"T"m|(w_i) / sinare-«*Äi?; 



oder, wenn man die einzelqen Integrationen rechts nach der 
meinen Formel 

/ sin bx c-^cfcrzsi— j--^ 

ausführt : 

( 1) a"^*" ^ / sin "• are— «* rfa: 

— ^^ Wi (w— -2) »ig(7ii'-4^ 

~ aHw»* o*+(wi— 2)« äH(w*-4)* 



womit der Werth des Integrales für jedes ungerade m 
den ist. 

m 

Multiplizirt man ^e Gleichung(3) mit (—1)^2'« -*, ebenso, i 



i) 



B 1 

-tT^mr-i und vergleicht sie darauf mit den Resultaten unter, 
id (6), so erhält man folgende zwei rein algebraische Rela- 
i: (or jedes gerade m: ' ^ 



(,-.l)!g2m-i.i ,2.3 m 

a{aH^ («H4*) (aa+6«) («2+w«) 

"■ ;?+I^~aH('»-2)'' "•"«*+ (»«-4)* *"' 

m 1 n». 

3r jedes ungerade m: 

(—i)~ä~2'"-^. 1.2.3 y/i 

.(oHl*) (a*+3^ («*+&*) (aHi»*) 

(•-l)~2"ffli(m-i).l . 

+ a*+l« 



(8)*) 



II. 

¥ir wollen nun noch einige Anwendungen der gefundenen For- 

mittheilen. 

ht man Gleichungen von folgender Form: 

€P{x)=zAq^A^ sin *ar+-44sin *a: + . . . ., 

^jr)== -i<£ sin iV-\-A^ sin ^x^A^ sin*a:+ .... 

gelten dieselben für alle Werthe von a:=0 bis ar=Q09 
mn man die^<;lben auch mit er^^dx multipliziren und 
ichen den Gränzen xz=zQ^ ar=ao integriren, so dass man 
lene Gleichung erhält: 

/ q> (x) e~~^dx 
if e-^dx-^-A^ I sm^xe^o'dx+A^I sin*a:e-«*rfa?+.... 



/ 



OD 

i^x)€r^dx 





OD 



/»OD /^CD /^OD 

U siiiare— •*ite+-^8 / sin^xe-^ dx\-Af, j , sin^ae-**«^' +. 
*) Liessen sich dic«c beiden Sätze wohl auch auf elementarem 

I«- 
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Aach VOD den Formelo (7) und (8) lassen sich einige bemer- 
kenswerthe ADwenduD^en machen. Man schreibe nämlich in (7) 
xf3x Oy multiplizire mit smyx dx und integrire zwischen den Grän- 
zen x:=:Oi ^:=Q0 , so ist, 1.2.3.... m kurz mit m bezeichnet: 

l^-^_x , /** sin yx dx 

(-1) 2« m J^ x(^^.^^)(x^k^)....{xHm^) 

■ 

- - • 

woraus man unter Anwendttti^ d^r bel:annten Formel 

y"** .rsinv^r « ^ vi, 
■ ■'•'• 
die für jedes gerade m geltende Gleichung erhält : 

r-l)?2'--i».' n ^^^7^dx 

= I |»»o «"'"'' —»»i<f-<"^'"'+WaC-<"-*)>'—... \ V (11) 

Setzt man ebenso in der Gleichuns (8) x ffir n, multiplizirt 
iDit cos/oreZar, integrirt zwischen den Gränzen 07=0, ^=qd und 
bringt rechts die Formel : 



/ 



* cos yx j n ^. 



fiir &=m, m — 2, m — 4, ... 3, 1 in Anwendung, so eiiiält man 
eben so leicht für j^des ungeriid^ m; . : . i-,:..;»; 



.•■•4:'Vf:. 



(-1) . 2»-» m J^ (^i.+i«)(^i43a)....(:rHm*') 
= ^ I moT^"?' -r»iie-(«»-»)J'+JK4e-(«-*)>' — .... ^ [ ... (12) 

m— 1 
•.... + ( — 1) » »IJ(ai_i)e-J' 

welche Gleichung das Correlat zu der (ll)ten bildet. 



\ 
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VI. 

IJelber das Ton Herm Clansen auf 
fit. 299. I^keil V. Heft 2. av^effelbene 

Tbeorem. 

Von dem 

Herrn Doctor O. Schlo milch, 

Frivatdocenten an der UniTersit&t zn Jena. 



Der >Sitz^ dass die Summe der Reihe 

._n (n-^l) (n— 2) (w— 2) (n--3) (n-^) 

21^ 2.3 2.3.4 +••• 

— 3 2 0—^,0,— 

ist^ je nachdem n der Form 

6», 6r + l, 2, 3, 4, 5 

. . ■• i" ■.. ■ . • ■ 

angehört ^ ist nur ein spezieller F^all eines bereits bekannten allge 
meineren Theoremes. 

Man hat nämlich für jedes ganze positive m 
2oos war = ( 2 cos x)^ - ^ (2cosär)m- ^^ rn{m---^) ^^ ^^ ^^^_^ 

Daraus folgt (ur a?=^: 

o 

Qrn«^^ — 1 wi, wi(m--3) m(wi-4)(m — 5) . 
Jcos^-l--+ ^2 172713 + •" 

oder 
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1 — 2 COS 



mn 



m 



= 1 — 



m — 3 ^ (»1—4) (m — 5)^ 



2.3 



mn 



nn 



Setzt man noch wt=«+3, so wird cos -ö-=co8(-k- + «) 



nn 



r- cos -«-, folglich 



' ' "-* :n ^(n-l?(«~2!> :- (n-2)(«-3)(n-4? . 

man i^ögfeich das\. CläuseD'sCne Theöretia erhttit» wtfpn 
ier Keiiks tiiob''n^6i»9 Se-^1, 3; 3, 4^ 5 Bimml» woiiir tf ^Ine 
ü positiTe ZaU btfdnitet» 

. . Eia gan>r&hnlicfa0;B. TJieorem ISsst sich aus der Gl^ebung 



sin^i; 



1 J.«Z 



f . 



I. Setzt maa hier jy:=-^ttiid nc=i9ti-% so wird 
3 ^ _,_n . (it—1) (n~2) (n~2)(n— 3)(n--4) , 

i^T""^ 1+ iT2 nrs "*^ • 

t|igiebt sich, dass die Sunune der Reihe 

ri + l. 0,-1,— 1,0, +1 
)b aadkdein ii mter der Form 

6o,6o+l, 2> 3, 4, 5 
t, worin V etne ganze positive Zahl bedeutet. 
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Icr Stelle tod der Richtigkeit der folgenden ganz allgemein gülti- 
gen i^nsdrüeke : 

a(l— e«) 



*i=(Ai + 



1^1— e«sin Äi« 



■) sini^x ; 



JHttekt welcher die rechtwinkligen Coordinaten ^i^^i»^ ohne 
IgNse Schwierigkeit aus (Oi,Sli,hi berechnet werden können. 
[laB konnte diese Formeln auch auf verschiedene Arten zur nume- 
iibckeD Rechnung hequemer einrichten und wesen der Kleinheit 
ie zweckmässige Näherungsformeln aus denselben ableiten, wo- 
wir aber jetzt nicht verweilen wollen. 

Die Gleichungen der dem Punkte (j^yi^i) entsprechenden Ver- 
b sind nach S) und 10)> wie man leicnt findet : v 



12) 



Z'=a 



y=a:tangö>i, 
tangi^i ae^sin Sli 



cos 



©1 n^e^sinSli^ 



ist nun 



13) -4(:r-a?i)+Ä(y-yi) + r(i-Zi):r=0 



Gieichuns der durch den Punkt (^i^i^i) gelegten Horizontal- 
weiche auf der diesem Punkte entsprechenden Vertikale 
it steht, so ist nach den Principien der analytischen Geo- 

^ * COS ©i 



A cos CDi COS Sil ^ co^ ^1 cos^i 
B sin o»! COS Äj C «in Äi 

num ist folglich offenbar 

/ 24=:cos(0icos i^i, 
14) < £=:sinG}i cos.$2|, 
\ C=:sin Sil 

dzen berechtigt, wo dann 

15) A^^B^^C^=i 
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Mit Hülfe der drei GleidhttDgeD 

iilf cos «1 +i\rcosj^i +Ä^cosyi =0, 
cos a cos OjL -|- cos/9 cos /3| -f cos y cos yi =0> 
cosai*+cosft* + cosyi*=l 

OD man «x, ^9 yx aus a» ßy y und Jf^ iV, ^fioden, indem man 
irch Auflösung dieser drei Gleichungen in Bezug auf cos ai, cos/^i, 
svi als unbeicannte Grossen sehr leicht die folgenden Formeln, 
denen die obem und antem Zeichen sich auf einander beziehen, 
[hSH: 

26) 



i=± 



Nc ony — KeoBß 

(ifcos/3— 2Vcosa)«+(iVcosy--JCcofl/3) 

Kcos a— ilf cos y 



i=± 



V(ilfco8/S-Acas«)H(^^cosx- Äcos/3)H(i^cosa-ilfcosy)'* ' 
Mco8ß — Ncosa 



V(Mcosß^NeoBtif+(JNcfi&y-Ktosß)^+(Kcosa'-Mcosy)* ' 

Weil aber 

(Jlf cos /S— iVcosa)H(^co8 y— if cos/?)H(*cos a— ilf cösy)« 
=ilfa(cos/S2+Co«y»)+iy«(cos7a+eo«a«)+Äa(cösaHcos/32) 
— 2 (ilf iVcos a cos /3 -^ iVXcos /? cos y Hh ^'^cos y cos ff) 



cosa*+cosj3*+cosy*=l 



Um ist 



(JTcos ß — i\rcos «) a -KiVcos y — Äcos /? ) « + (ä: cos « — 3/ cos y)^ 

= ilPsin«« + iV2sin/3a+*:2sinya 
— 2(^iVco9 a cos /J + NK cos /3 cos y + KM cos y cos a). 

. Wegen der ersten der beiden Gleichungen 22) ist aber 

= Jf «cos a« + i^« cos jS^ + Ä* cos y« 
-|- 2 (iKZVcos a cos j3 -f iVi^ cos ^ cos y 4- /Tilf cos y cos o) , 

folglich, wenn man diese Gleichung zu der vorhergehenden 

In * 

(Icos/J — 2Vcos a)2 + (iVcos y — Ä'cos /3)2 + (Ä'cos a — Jf cos y)2 

Also ist nach 26) mit Beziehung der obern und untern Zeichen 
tillander: 
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. Ncoay—Keosß 

27) l «««A=±Vj,«+iv«+Ä»' 

Mco8 ß — Ncosa 

Die GleichuDgen der io dem Punkte (rnnk). auf der gegebenen 
Ebene senkrecbt stehenden geraden Linie^ welcher dieBestimmungpB- 
mnkel tx^^ß^^y^ entsprechen ^ sind 

^ coso^ cosj^a cosya' j 

und nach den Principien der analytischen Geometrie hat man die 
folgenden Gleichungen: 

ilf cos /?2 = iV'cOS tt^f 

29) l Nco8y^=Kco8ß2, 
Kco8 a^ = Mcos y^ ; 

von denen jede eine Folge aus den beiden andern ist Mit Hülfe, 
dieser Gleichungen und der bekannten Gleichung j 

30) cosa«2+co8j52*+cosya®=l 

erhält man mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf ein- 
ander leicht: 

M 

31) } C08/S,=±^^^^^== 

K 
cosya^i-p 



fMHJ^HJ^^ 



■ 

Aus den Gleichungen 27) und 31) erhält man auch leicht die | 
folgenden Formeln, in denen sich die obern und untern Zeichea 
ebenfalls auf einander beziehen : 

Icos «1 = + ( cos ß cosy2 — cos y cos ß^y f * 

cos/?i=4:(cosyco6oi^ — cosacosy^, •'^' 

cos yi = J: (cos a cos ß^ — cos ß cos a^, 

§.4. 

Wir wollen nun annehmen, dass O^, O«, O3 drei Punkte 1 
der Erde sind , deren Längen , Breiten und Höhen fiber der M< 
resfläche wir respective durch 




' • ' 



56) tangF, = ^3^, teng Gx =— -s, tang^i -;^, 

,-wv , ^ coscp/ , ^ coi^Va' . »r cos 5^' 

57) tangF, = — ^,tangG2=^3— ,„ tang//,=^^^; 

cosy/'siD(£i+Fi) , . y ,„ 

cos g)i ' = cos Ji 7"^; + sin J^ cos q>i"' , 

58) \ cos v^i '^ = cos Ji -pr- — r^ + sin Jj cos ^i"' , 

cosjä' = coaJt ** cos ff ' -fsmyi coszi'" 



lös gja ^ = cös Jjj ^— • «^ =: -f- sin J^ cos q>^ , 

_ cos /^ a 

Rm J r r cos y/ sin ( JEg -^ g g) , . 

59) < cos v^a ^ = cos Ja )r ^+ ®*" •^« c^® "^f ^ ? 

i cos Ora « 

I ■ .V r cos Z«"8>n (£« + //«) . . k .« 

r cos j«,' =co» J, ' ' ■ '^'' ^^^|7* -SSi+sin J^ciosrfc'^. ' 

Berechnet man aber ferner die Hilrfsuintel F/, 6ri', j// ui 
Fa', 6?a'> ^a' mittelst der Formeln 

/ cosVV!n(^+^ 

I ° * cosg)ji'"co8Fi 

60) I taH8<?/= ^"f ^''. Js^^ + ^'^> > : ' rJ 

1 ° cosv/i"'cos Gx t 

\ . " cos Ti "' cos iWl ■ 



•1 



■ < 



lang/'a - co»^a'"cos.Fa. 

ftn I V» ^/ cos^/sin(^+Ga) . ' .L 

6f) |tangG/= co8ya"'c% '. •, ^*i 



. ir / COS X2 Sin (E^, + //a) 

tang H^' = ;;/ — 77 ; 

cos ;^'" cos ^a 



•MJ 



94) 



»n wir 
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siDtr' 






«IDtO^ 



95) ^ J;>=yo+*o'S&^ 






Sllt0' 



96) { y^=Vt+K^^, 

t 



•> 



\ 



• / 

.|. .. I, 



I^=(ari— jr«) COS ßo+(yi—yo)cos/3o + (2:i—^)cosyo* 



'«'it= 



IQ) = X^ *f" J[i| cos w» 



Eeichnen wir die kürzeste Entfef nuiug. der beiden gegebeoeo 
TOD einander durch ü, so läs^t sich dieselbe leicht mittelst 
senden Formeln berechnen: 

. l/cos Fcos W=^Xq — Xif 

99) t/sin Fcos W= F«- Fi , 

' f;8in>F=Zo— Zi; 

«dit weiter erläutert zu werden braucht. 
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COS 9^»*^ = CO» Ja (cos E^ cos ^'4-8111 JSg tos fp^') + «iYi «Aj cos y^ 

5&) ^ cos^a^=cösJ, (coäU^cos Va'+sinÄaCos^a'O+ÄJnyaCosy^, 

cos Xa '^= cos/, (cos JB, cos Xa' +sin JS, cos %^") + sId/j, cos Xs 

fierecfitiet man die Hfilfstdnkel F^ , G^, H\ und F, , G'^, "i 
mittelst der Formeln 

-«V *, cos Ol' , ^" COSM'i' , „ cos 7,' 

und ' 

c^v X E. COS<y>,' , ^ COSV'jb' . „ CO8X2' 

57) tangF, = ^^, tangG,=j^— ,„ tang//,=^^^; 

COS y/' s i n (Fl + Fl) , . , ,„ 

cos g?i ' = COS Ji -77;? + sin J^ cos g?/" , 

■ COo M: 1 

tfo» ' I y cosi^i"sin(Fi + 6'i) , . , ,„ 

58) \ cos i/'i ^ = cos Ji -TT- + sm J^ cos \pi , 

i C>Oo vV^i I 

cos-ri''sin(Fi + /fi) ... ,„ 

cos ri ' = cos Jx "^ wr + «»n Jx cos Xx 

^ ^ cos ^1 I 1 A,i 

und 

cos ^ ^ = cos «/jj ' T? + sin J% cos 92 * 

cm ' f- T C08 y^' ^ Sin (E2 + G2) , . y , w 

59) < cos ^2 ^ = cos J2 ^ — 77^ + sm •/, cos ij^ ? 

(cos Cjf2 
„ _ cos7/'sin(F- + //J . . r <«# 

cosfe^=cosJ, ■ - ^^ ^^^'j^^ ^+smJ^co8x,'^. •- 

Berechnet man aber ferner die Haifsu-inkel Fi', Gi', Hi nn 

i» G^'y H^ mittelst der Formeln 

m 

Ifsincr V ' - cosyj''^in(Fi + Fi) 
^ng^i - cos9)/'cosFi ' 
" * cos MH COS Gl 

'■■■'■ 
fnnrr // / _ COS%i^sln (Ei^I/i) 
cos Xi"' cos /# 1 

und •,.: fi 

lang /'s - cosya"'cos.F5^ ' 

*• • cos y.^ cos Cra . . j 

Ungl/a- co8;ca"'cosÄs ' i,^ 



.V 
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d aetatf indem J eine positive Grösse bezeichoet» der Kikze 

J* = (cos Oq cos /?! — COS Ä)Cosai)H- (cos /?()Cos yi — cos /o cosft')^ 

+ ( cos yo^cos «1 -—cos o^ cos yi)* 

r, wie niaD hieraus mit Hülfe der beiden Gieichunge» 

73) 1 ^»«P*+cos/Jo*+cosyo*=l, 
1 cosci*+cosft*+cosyi*=l 

ht findet: 

74) J^=l"— (cosooCosax~l'Cos/}oCos/3i4-€Qsyo<^o^h)^9 

erhält man mit Beziehung der obern und i^ntern Zeichen auf 
Inder: 

coaq>=z j^ ^^ßo^^Yi — cosypcosfe ^ 
75) { ^^_j^ co8YoCOsai'-co8aoCOBYi 

. COSOACOSi?! — cos|i)Cosai 
cos %= ± -^ ^-^^ ^-^ ' • 

Bezeichnen wir den von den beiden gegebenen geraden Linien 

geschlossenen 9 im Sinne der analytischen Geometrie genomme- 

I» 180^ nicht übersteigenden Winkel durch w, so ist bäanntlich 

I 
76) cos w = cos 05 cos ctj -^ cos ßo cos ßi -f cos Yo cos Yi < 



Iman kann also die Gleichungen 75) aaph auf folgende Art 
Mbficken: i 

.cosfecosyi>^cosyoeosft 

cos w =4: ! 9 

. cos Y4} cos »1 — cos Oq cos yi 

77) <f«»i'=± — üü;; ' 



, COS ccq cos ßi — cos jS^COS «t 



'=•«2=* -ifin^ 



f 



[ Bnechnen wir aber die Hülfsgrfissen Ry G^ Hy "wo K eine 
■live Grjfsse «ein soll, auf bekannte Weise mittelst der Formeln : 

l { Rco»GcoaH=iCQ&ßoCOSYi — cosyocosft, 

78) < Ä sin G cos H= cos yq cos «i — cos Oq cos yi , 

R siri iy = cos «0 cos ßi — cos ßo cos «i ; 

[fat, wie man leicht findet: 

79) /=Ä, 



tni4 mit Bezi«httn^ deff' ofoeni und 'tmteqfi Zeichen a«f einan 

^ i cos 9) = +COS G cos H, 

80) l costf;=±'S^n CrcosiT, 
• V cos %=+sinJ5r. 

Sind Xq,^ Yqj Zq die Cbordinaten des Durchschnittspunk 
gesuchten jLinie mit der ersten der bilden gege)>eDen Lini< 
haben wir nach 66) und 67) die Gleichungen 



81) 



COSOq COSj^Q cosj^o 

co$9) ■""" costf; cosjK ' 



also 



8?) 



unä 



«3) 









Aus dielten beMe^ Systemen roo Gieichui^en - ergieb 
durch Elimination von Fq und Zq leicht: 

^-^ >g:o__ (S-*aro) gos '»— -<fy— yo) cos y 

cos Oo cos cfA cos 1I; — cos /?o cos O) ' 

84) «( 

^-^a;o^(S— a:o)cosx->-(g-r-:;o)cos.y 

cosotq coscxoCos;^ — cosyocoscp ' 

also^ wie hieraus femer leicht folgt: 

85) (cosÄ)COSx— co9yocosv)(6— 4b) \ ■ 
Kcos/ocosg) — coscfoCOS^(i7 — yo) > ~0. 

-f (cÖSOoCOSi^ — COSj5oCOS9)(J— ^o) 

L J ■ J ■ ■ • - ■ . 

Ganz auf ähnliche x\rt erhält man 

86) (cos ßi cos % — cos yi cos ^) (| — • arj ) 
+ (cosyiCOS9-- cosofi cos^(i; — y{) 

' ' +(C0BaiC0atff^tO9ßiCOBq))(i-^2i) 



u 



I ■ ■ 
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Sehr leicht erhält man nun mittelst d^ 'GleichuDgen 76) und 
und der GleichungeP 73) die folgenden Au^irücke: 

- . . ^coÄÄi— co»c^)C08«r 
cos/JüCosx— «osyoCOÄV^T ^^ ' 

-Vi ~ cos ßi — cos/So cps w 
7) < eo8yoCQsy--»cos<i^caa){g3S"f- > — C "' ■' ' > 

a ' ^COB-Vi— ÄOSfo^^«?* V 

)SC%eOSV^ — cos Po cos 9) rr:-^ ■■■ . ' J ' ' ^ *•* ' n. . ..- 



COSl . .g_^^^ 



- , COSOo cos OTi cos tf7 

COS ßi COS X- cos yi cos v = ± — -^-- 

CO» ßo w- COßft <i08W 



g\ < cos yi cois 9 — cos a^ cos ;f-= + 



sinio 



a . COSVo — COSVi COS«? 

COS ofi COS w — cos pi coscp =-l ^ 1 = ; 

1 r n ^ -— smw ' 

kann also die Gteichimgen 85) und 86) ^uch auf folgende x\rt 
stellen : 

89) (€osa|/<— co6%jcx)8w)(|-— 0:9) \ 

i-(cos/S|— co«/3ocos«o)(«|-^) \ =0 

+ (cosy,~cosyoCQS«o)tt— «o) ) 
( 

90) (coscrö — cosaiCos«c)(J— OTi) \ 

+(cOS|Jo — C0S/JiC0SW?)(l2 — ^i) > =0. 

+(cosy9 — cosyicosio) (j — Zi) ] 

Denkt man sich nun, was offenbar verstattet ist, den Punkt 
D mit dem Punkte (J^F^Zq) zusammenfallend, so hat man 
Idem Obigen zur Bestimmung der Coordinaten Xq, Yq, Zq 
Im folgenden 'Gleichungen : 

(co8«b — cos«iCostt?)(-¥o — Si) \ 
+ (cos/Jo— co8/3iCosw)(Fo— ^1) V —0; 
[ + (cos Yq — cos Yi cos w) (Zo — z^ ) ) 

leben so hat man, wenn Xi, F^, Z^ die Coordinaten des 
■ecbnlttspgnkts der gesuchten Linie mit der zweiten der bei- 

gebenen Linien bezeichnen, zur Bestimmung dieser Coor- 

I die folgenden Gleichungen : 
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cosa^ cos/?i cos^i 

(cos (»i — cos 0^ cos tr) (Xi — a^^ 

+ (C0sft — C08j5oC08tt?)(Fi — «o) i =0. 
-f (cOSy^— C08yoC08fo)(Z| Xq) ) 

Diese beiden Systeme von Gleichungen kann man auch 
folgende Art ausdrücken: 

Aq— ^o __ Fq — yg Zq^*^ 

cos 05 co6/?o cosyo ' 

(cos 05 — co8aicosto)t^o — ^0 — (^i'^^o)) 
+ (co8jSo— cosftcoswXFo— yo— (yi— yo))^ =0 
+ (cosyo— cosyi cos«?) { ^^^o— «o — (ii — lö) ) 



und 



-3^1 — j ri_ Fx — yi _ AizSl 

COSCtTi COS/^i COS 71 



; (cos «1— cos «5 cos w) {-Xi— äti •— (ar© — ^^1) ) 

+(cosj5i— cosj5oCosto)tFi— yi— (yo— yi)} \ =^5 
+(cosyi — cos/ocosir) { Zi— »i — (lo— ^i) I 

und erhält nun mit Hülfe der Gleichung 76), wenn der Kürze w 

91) JEi>=(cosao — coscificosw) (wi — äTq) 

+ (cos^o— cosftcosw) (yi— yo) 
+ (cosyo — cosyicosfo) (zi— ^) 

und 

92) Äi = (co8«i— cosö^co8w)(j?o— ««i) 

+ (cosft — cos/?ocosw) (yo— yi) 
+ (cosyi — cos^ocosto) (zq — i^) 

gesetzt wird> ohne Schwierigkeit die folgenden Ausdrücke. 



93) 






.1 



sinw^ 






94) 



•tieii wir 



m 






Sin IT' 



7 r V cosyi 



siDtr^ 






95) ^ n=yo+A«iRf^ 



•* 
\ 



^1— ^i!+^i »;-.-«» 



BlBt«' 



96) { n=3r,+ür.|^. 



SU 10" 



^-^i + *i ^in^. 






"«tt; 



IQ) = Z^ + £1 cosir. 



IcseichDen wir die kfirzeste Entfernune« der beiden gegebeoeo 
I TOD einander durch Uy so lastet sicn dieselbe leicht mittelst 
ilgenden Formeln berechnen: 

f7cos Fcos lf^= Ao — Aj, 
99) f/sin Fcos W= Fo- F^ , 

sieht weiter erläutert zu werden braucht. 




Derecnn 
iffittetst cfer 

56) tangF,=^,ta«gG, = — ^^„tangfli-i;^ 
und ' 

/ •^•* ft^2 ces(p^' ° * C0SV2 C0SX2 

so wird 

/ cos y/' sin (£1+ Fl) . . ^ ,„ 

/ cos (pi^ = cos Ji ^^g j;j + sin Ji cos 9/" , 

58) <cosvi^=cosJx ~ ^/. - — r-^+sinJiCosv/i'", 

i cos v7^ f 

^ F cos.Yi"sin(i^i + /fi) . . y ,« 

cosxi^= cos Ji cosWi '' +sinJiCosxi^^^ 

und 

•-. . • . . . ^ ■ . ■ . 

coaq>2^ — c69j^- — ' ^^p ' ^sinJ^qos^a. , ^ 

59) < cos V'a ^ = cos Ja , — 7^"^ ~r sm J^ cos tf>^"' , 

' cos Cjf<2 ' 

_. , cos y." PID (£, + //,) . . V .._, J ... 

Berechnet man aber ierher die Hfilfswinkei Fj', Gi', Hi' n« 

2'» 62'» /fa' mittelst der Formeln 

!i;ri 

ifnnir F ' COS y/^^^ln (F^ + Fi) 
^ng^i - coaa>/'cosFi ' 
4.^^^f C08y/yin(jB^ + 6\) ' .rj 

" * COS T,"' COS -»1 . . . ] 

' ^--^> coB <p^" sin (Ej + F^ 
tangz-j - cos ya'" COS. Fa. ' 

6f) lta„gG,'=^2£J£2:i^iSi+^, •.■...,■ ,jj 
i ® * COS «^2'" cos Ga ^ 






'«•fl 



!i» 






CO» A>f ' ^^ — ■ ^ ■ *' ■ ■ • ■ .;!■ f ' ■ I fv ; ■ 






I ■■ ' 



.. cosxi'"8in(Ji+///) 
cos xi ^ — — -^^^ yj. - 

» 1 1 



63) /cosv^r^ ""^'^"^y?^ -g«>, 

. ■' ■ . • . i • ■ . j.,' ;•'• . ■ » .'■ ii . ■. .'■ M- 

■i tj .iit»« »A. ■ I . t ' • . .:•»■■ • ' ' ' ' 

ie GleichungeD der Linien OiO^, O^O^ nebst ihren Verlan- 
gen über die Punkte O^ , O^ hinaus sind nun 

'^ coa|?|^ C0*v^^ /cosiXi/f .f - . ;,t . 



' cos^hr' coöV2^ cos;^^' 

■ > ■.,■.•! • » 

8 kommt jetzt > um die Coordioalen, 0%>»^3,' 23 des Punktes 
dem Systeme der ayz zu finden^ bloss auf die Bestimmung 
oordinaten des Durchschnittspunktes dei* dii#ch 'die€Sileichaii- 
I) und 65) charakterisirten geraden Linien an, wozu eine be- 
re Anleitung m geben hier iiffii<|tze W^läufigkeit sein würde, 
lie analytische Geometrie alle .^eaxk nutfaigen^ülfsmittel dar- 
Da aber' wegen der unvermeidlichen JßeobsH^htungsfehier 
irch die Gleiclifiogea 64)' u^nid 65) ' charäk^etisirten geraden 
I sich in den meisten Fällen gar Tii(;ht i^diriemen werden, so 
nan auf die Art zu verfahren haben, dass man die Coordi- 
Xiy Vi, Z| und X*i, F2, Z2 derjenigen Punkte der beiden 
4ib stehenden geraden Linien bestimmt, welche den klein- 
JÜbstand von- einander habef^, und äann die arithmetischen 

ie wahrscheinlichsten Werthe der gesuchten Coordinaten a:^, 
i des Punkte^ O3 betrachtiet. ISd^ioh. abei) winit: m^Maudi 
» die Grösse des Abstandes der beiden Punkte (Xi F^ Z^) und 
PsZj^ ermitteln > um einUfftas för^iTie-bei der Bestimmung der 

6* 
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Asinx-f fi8iDy=:2siniCcosi(9 — y)> 
jl sin o; — f* sin y = 2 cos i CsiD i (9) — v) ; 

IgUcb 

-»-_ ainUC+(y-y)> . 8ini(C'-(<p-y)) 

BIDa?= 5 , 810 V = ■ : 

Wril nuD nach dem Obigen 

cos ^ cos y =; €08 c-«- cos (a -f /^ sin o: siD ^ 

t,-«o erhält man, wenn man auf beiden iSeiten dieser Gleichung 
ndrirt nnd dann statf des Products cosor^cosy^ das Product 
l**siiid:*)(l— cosy^) einführt, nach einigen leichten Reductio- 
m die deichong: 

sin €*= sin afl -{- siny^— 2 cos c cos (a-^-ß) sin a: siny 

— sin (a + /3)* sin x'^ sin y*, 

• i. nach dem Obigen die Gleichung 

. . sin UC+(y-V^))^ , sinUC-(<P-y))^ 
sinc>= jä— + j^5 

8 cos c cos (tf +/?) sin j ( C+ (y — y)) sin t ( C— (y— y)) 

sin(«+p)«sini(C+(y-y))«sini(C-(y-y))* 
wddie man leicht auf die Form 

slDi*=(ji+l) {sin 4 C*cos U9-V')«+cosi C»sin i (y-V')*} 

+(]?"" j?) ®*° ^^^^ ^ (9^yÖ cos 1 (9 — v) 
_ 2cosccos(g+/?) j gin 1 c«cosi(9-V)* - cosi C^sinUy-V')*! 

-5^^^§^t8ini C»cosi(9-V)*-cosl C» sin i(9-V)*l 
nach gehöriger Ent^'ickelung auf die Form 

. « /'l . 1 2co8ccos(a + /5)\ . , ,^ ,, .« 

«DC«=(^^+j^ j^ ^^sinlC^cosKy — V)^ 

(1 . 1 2co8cco8(a + /3)\ 1 ^^ . , / vo 
p + jiä+ XJi ^JcosiC«sin4(y-v^)2 



+ (-j^ 3 J sin Csin i (y— v) cos 4 (9 — 

— — \t\ »»» i C^ cos i (9—^)* 



V) 



198 

+ jp-2- s>n 5 C» cos 1 C« sin i (fp—f)^ cos J (y — v»)^ 

bringt. 
^ Dividiren wir nun auf beiden Seiten dieser Gleichung mit 

siniC»cosi(f— v)* 
und setzen 

CO«! {r-9>^= i ^^„g j (y _yja , sin 4 (y-y)« = j ^^ig i^^^ ^ 

so erhalten wir, wenn der Kfirze wegen 

i4| = sin e" eosec 4 C 

,r' r aco8Cco8(tt + i3) sinCa + ft » 

' c,=2sin.^c«8ecjC-ii+^-?-^2«£^^i±£), 

Dl = sin c* cosec \ C* 

-t^+^+^^2i£^"-±^-^^^%osiC.!cotiC 

gesetzt wird^ zur Bestimmung von tang^^ — ^) die (bigende Glei 
chung des vierten Grades: 

0^^i + Z?itangi(9-V) + Qtangl(y-y;)HAtangi(9-i^)3 

+ /)itangl(9— V^)"*. 

ivobei man auch noch bemerken kann , dass sich der Coeflicient Ci 
wie man leicht findet, durch die Coefiicienten Ai utid Di auf fol- 
gende Art ausdrucken lässt: 

^y A trk sin(a + ß)^ , ,^, . 



Am 14ten März 1845 starb zu London Dr. J. Fr. Dan i eil 
Prof. der Chemie am Klng's College, Secretair der Royal Societ} 
für das Ausland^ u. A. durch seine Meteorological Essay's 
1823. 3. edit. 1845. allgemein bekannt. 



lli) 



3. 

Ifi der mntbeniatischen Theorie des Lichtes sind die gonion) 
Irischen Formeln • 

IIS (9^ 

8itaa?+siii(jr+2)+sin(jr+2i),...+sin(;r+m)==!!!ll^^^ 

sin ix ^ 
nnd " 

COS:r + cosr:g4^2^-t-coii(:r-f-g2)..^-Pnft(.^^«2) = ^^^^'^^ 2 >^'° 

sin iz y 



von der gros8ten Wichtigkeit. Die in den SupplementeV 
KlügeTs Wßrterbuche (Thl. II. 8. 636 ff.) gegeben« Hirfil 
derselben zeichnet sich dadurch ans , »dass sie direkt und ele||ä| 
fflhrt aber erst nach mancherlei UrofoVmnngen zu dem geiiinii 
Resultate. Als ich vor einiger Zeit die Beugungserschdft 
nach 8chwerd durchging , der {ene Formeln ohne B i iit f 
stellt 9 fand ich folgende gana leichte Ableitung derselbe«.^^|i_ 
Aus den Cvleichungen aijj 

sf n («+/?) sin (a— /S)=«in «* — sio /J*, ■ . :i _ 

2cos(a+/3)8in(a— i9)=sin2«— sin2iJ 'J^ 

ergeben sich leicht die bekannten Formeln .^ 

1) sin (a+cfi) sin (a — a^) + sin (or^-f-c^) sin («j — o^««- 
+ sin (au + «n f 1 ) («» — «n+ 1 ) = si« (a+an+ 1 ) sin («• 



, 2) cos(a+ai)sin((«— ai) + cos(ai+cfj,)süi(ofi~^i[^).^ 
+ cos(«ji+aji-f-i)sin(cf»— an+i)=cos(a+an-f-i)sin(i ' 



■ ■ ■ 5 

Setzt man in diesen a — «i = «1 — «^ . . . . = Hn — a^]^'^ 

«-|-«i=j:, so erhält man «=^—2, «j = j-f j, .... at^i söST"' 
und «+«1=0:, ai+cifa = a:+z, «2+^3 = ar+2z,....pi|- 
x-{-nz, sowie a+an+i=:r+-^, und«— an^_i= — ^ ■ j - ^ 



Substituirt man diese Werthe in die Formeln (1) tu- 
erhält man 

sin ^ . (sin a:+sin (x-\- 2) + sin (ar+2z)+.... +sin (j:+ 

=8m(ar+-2)sm ' ^ , "^'"^. 

sin 2 . kos ^ ^ 006 (ar+i) + cos (:r+2t)+...i+ co0(i^ 
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»raus die .obe9 bingegtellteti Gleiehan^D sich ohne Weiteros 
geben. 



4. 



Scheuet man die Vennitteiung des Imaf^inären nicht, so kann 
m die in d^r vorisen Bemerkung hergeleiteten Formeln auch auf 
Igendem Wege erhalten. 

In der Progression 



«+ae+«e«....+«.. = «i^^ 






a = COS or -f > sin or, e = COS z-f t sin z ; 
pto famimt sogleich 

»!<«©• jr+oo8(af+i)+co«(Är+22)+co8(A+3a;) +cos(a?+nz)) 

-f i{8inar-4:sin (ar-l-2)+sin (a:-\-'2z)+8\n (.r-f 3z).... -f sio (ar+wz)} 

(cos jr-f »sin op) (1 —cos (n + l)z — t sin (»+l)z) 

' 1 — cosz — tsinz ' 

Der Zähler der rechten Seite verwandelt sich sofort in 
coso;— cos (jr-|-(»'t' 2)+ > (sin or^-sin (d;4n(n4-l)z) » 

BS io 

a • (n+l)z j , . . n + i ^ . w+1 V. 

8sl n^ l^ ^ {8in(j?-f ^ ^ )— »cos(ar+ A z )}. 

Ualtiplicirt man nun Zähler und Nenner der rechten Seite mit 

' 1— cosz-f isinz, 
rird der ZjShler 



2sin 



«4-1 1*'" ('^ + ""5^)'"®""(^+~2"^^ 

+ 1 (cos (a: + -2— i) — cos (ar+ — ^z) ) 



der Nenner wird 4 (sin Iz)*, Durch die leichteste Umformung 
*' man dann als Zähler des Ausdruckes auf der rechten Seite 
Gleichung 

4 sin Q z . sm ö {cos (^ + -q^) + « sin (ar + -3^) ). 

Wird die Division mit dem Nenner 4(sin.zz)^ ausgeführt, so 
* unsere Gleichung 



m 



Ake ist nach 4): 



6)^= 



Wt yi+y» + %+y4 + -+^m' 



ndiiach 5): 



V^=zrr 



Nach 3) und 7) ist 



a a 



.' .> 



Btdi 3) und 6) ist 
6 



"»' ^i+?2+% + ^4+— • + y«»' 
ist jederzeit 

8) «=«i'+ya +^a'+y4 +••••+ y« 



9) m'=:9i+9s-f 9, + 94+....-|-9»- 
bt aoch Immer 

10) a:-=yi' + ^B'+y8'+5r4 +.... + 9«' 



11) Ä:^=ft+^«+g8 + ?4 + -— + 9«; 



m 



in in den kleinsten ganzen Zahlen ausgedrückte Werth des 
T ist folglich jederzeit 

Dm das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, tväh- 
wir die beiden ganzen Zahlen 77 und 91, und setzen demzu- 
«=77 und 6=91. 

Bringen wir nun zuvorderst das Schema 1) in Anwendung^ so 
"^ wir die folgende Rechnung auszuführen. Die derselben im 
tehenden gegebene Anordnung hat man sich für alle ähnlichen 
ni merken» da nach unserer Ueberzeugung schon der grossen 
'iheit der Sache wegen sich eine bessere nicht finden lassen 
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77|91|1 
77 

14 
91 

77|i05|l 
77 

28 

77|119|l 

TL 

42 
91 

77ri^i 

77 ' 
56 

JL 

. 77114711 

77 
70 

imci^Tttt • fli«r ist 111=11. A 

77|ISl|2 o 77 

154 — =jj =7 da« grS« 

„7 meioschaftliche Maas 
It a=77 und Ä=i9I. 

77|98|1 
77 

: . ai 

91 

77111211 
77 

■35 ■■•■•• . 
91 

77112611 
77 

49 
9t 

7711401 1 
77 

© • 

JL 

771 15412 
154 
.; ^ ;..s . •.■•■■' 

• . . ■ ■ ' 

Das Schema 2) Aihrt zu der folgenden Rechnung: 



•■ ' • 



• '. *«■ VI 

( 



9117710, 
0^ 

77 

77 

9tliS4ll 
91 

63 

- 77 

91114011 
91 

49 

77 

91 

36 

77 

91111311 
■ M; 

■ 21 • 

77 • 

9119811 . 

• 91 ■ • ,, . 

7 
77 : Hier ist m'= 13. Also ist 

9fi^ ^=13=7 das grösste ge- 

jdt meiDschaftliche Maass von 
fj a-n und 6=s91. 

91116111 
91 

.70 . 

"77 

91|lff(1 /' 
91 

56 

91|133{1 • 
91 

42 

91|119|l 
91 

77 

91110511 
91 

14 
77 

■•91|9t|i ' 
91 



r.i! . . 



••1» 
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endliche wiederkehren miissten, man also Diemaki avf einen 
bindenden Rest koninien könnte, welches doch bekanntlich 
it endlich einmal der Fall sein muss. 
id nun a und b relative Primzahlen , so ist deren gr5sstes 

schaftliches Maass — (m. s. den vorhergehenden Aufsatz) die 

5 und folgUch m = a. Also können offenb^ die a—1 nicht 
rindenden, sämmtlich unter einander ungleichen Reste 

**! 5 ^9 ^S» ^4 » • • • • **•— 1 

alle kleiner als a sind, nur die in einer gewissen Ordnung 
denen ganzen Zahlen 

1, 2, 3, 4, ...«, a — 1 

od es muss also unter den Resten 

**i> ''«> ^z'y l'*4>»»«»''«— 1 

B Fi||en die Einheit vorkommen. 

BMicbnen wir jetzt denjenigen unter den Resten 

m der Einheit gleich ist, durch Vk, und setzen also rk=l, 
hm wir iiaeh dem Obigen die folgenden Gleichungen: 

6 = 0^1 +ri, 
ri-\-b = aq2 + r2, 

r^+h=aq4 + r^, 
u. s. w. 

n-i+» = a^jt+l; 
deren Addition sich die Gleichung 

bk=za(qi + q2+q3+q4 + '" + qk) + l 

bk'--a{qi + qt+qs + qj^+'' + qk) = l 

t 

IAm wir min die unbestimmte Gleichung des ersten Grades 
km zwei unbekannten Grössen 

Äa:— ay = l, 

^«■i i relative Primzahlen sind , aufzulösen , so liefern nach 
^«Ae^henden offenbar die Werthe 

11* 



Ul 



Als# ist nach 4): 

a 



»«""%+9^ + % + j4 + - +ym' 

■dnaeh 5): % 



Nach 3) and 7) ist 

a a 

i ndi 3) and 6) ist 

^^ _6 

■#eli ist jederzeit 

8) iii=ffi'+9« +^3 +^4 + .+y.» 



9) f»'=:9i+9^+9s+94+— •+9l«• 
AlNi8t anchlmmer 

10) ii:-=5'i'+^«+9'8'+y4'+-— + *'•••' 



11) *2^=yi+^«+ft+y4+— +y«; 

der in deo kleiDsten ganzen Zahlen ausgedrückte Werth des 
T ist folglich jederzeit 

Um das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, tväh- 
wir die beiden ganzen Zahlen 77 und 91, und setzen demzu- 
a=77 und 6=91. 

I Bringen wir nun zuvGrderst das Schema 1) in Anwendung^ so 
bn wir die folgende Rechnung auszuführen. Die derselben im 
liGhgtehenden gegebene Anordnung hat man sich für alle ähnlichen 
Me ZD merken, da nach unserer Ueberzeugung schon der grossen 
bGicbheit der Sache wegen sich eine bessere nicht finden lassen 
Me. 



I5S 

7719111 
77 

14 
91 

77|105|1 
77 

28 

77|119|1 

TL 

42 
91 

77il^l 

77 ~ 

56 
91 

77114711 
77 

70 

77|lSlf2 a TJ 

154 — =jj=7 das gross« 

.; meiDschaftliche Maas« 
E!k «=77 und Ä=i91. 
77I98|1 
77 

21 - 

91 



77111211 
77 

35 
91 

77112611 

77 

49 
9t 

7711401 1 
77 

■ 63 ■ 

9t 

771 15412 
154 



I 

Da« Schema 2) föhrt zu der folgenden Rechnung: 



u% 



9117710 , 



I ■ 


■ .■• ,: 




77 








77 








9t[iSi)i 


J 






91 

• • • 


, 


. . 1 •■••.■ \ 




63 








■77 


* 

• 






91(14011 
91 


. ' I ■ « 


• 




49 


r 


■ " ■ " ' V 


r , 


77 




i 




91|iSg|l 


, 


r 


1 


91 


1 


« 




36 


■ 1 


1 




77 








91111311 


• ■ • ' 


' .. 1 , «, 


■VI ■. 


9t 


■ ■.'.■ • t' : 


.1. . ^ . 




21 


• . ' ^ . 


•.»; 


- 


77 • 


■ 


• . • • t ■ , 


! 1 ■ 


ßim 




■ ' ' . 


1 


91 

7 
<77. 


..:.», 


4 i 




• Hier ist m* = 


=13. Also ist 


91|8l|0 

... Q 


m' 13 ^ •**« 


grosste 


ge- 


84 
77 


meiDschaftliche 


Maass 


von 


0=77 und Ä=! 


9L 




91 16111 








91 








70 




V 


^ 


■ "77 


> • • i " ': 


' •! • 


y 


9l|ii7[1 . 


■ , ■ • 
1 


••' l'.J 




91 


■ ■ 1 


'\ 


* 


56 


1 






77 , 


r ^ . i' '"'■.« j 






91 1331 


: < . ■ . . 






91 

• • 








42; 






• 


1. •Vi- 








91|119 l 








91 








i» 








77 


. 






91 105|1 








91 








14 




- 




■■•■ 77 


; •» 


1 


• 


"9119111 ■ 


• > r t •' 


. . ." 1 ■ 


.» • 


91 








Ö 
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rA, rA+i, rA^-a, rA-|-3,...»'H-*-i 

endliche wiederkehren mfissten, man also niemals auf einen 
KTindenden Rest kommen konnte, welches doch bekaontlich 
^it endlich einmal der Fall sein muss. 
od nun a und 6 relative Primzahlen, so ist deren grosstes 

ischaftliches Maass — (m. s. den vorhergehenden Aufsatz) die 

t, und folglich 71t =a« Also kCnnen offenh^ die a—1 nicht 
bindenden, sämmtlich unter einander ungleichen Reste 

alle kleiner als a sind, nur die in einer gewissen Ordnung 
meoen ganzen Zahlen 

1, 2, 3, 4,...., a—1 

md es muss also unter den Resten 

Tis rj, r^'y r^f^Ta-'i 

D Fällen die Einheit vorkommen. 

nelcliiien wir jetzt denjenigen unter den Resten 

Nr der Einheit gleich ist, durch rk, und setzen also rk=l, 
isii wir nach dem Obigen die folgenden Gleichungen: 

b = aqx+ri, 
ri+b = aqft + r^, 

u. s. w. 

rjt_i+6 = a^jfc+l; 
deren Addition sich die Gleichung 

*A: — a(7l + 98+5^| + ^4 + ... + ^*) = l 

t 

Um« wir nun die unbestimmte Gleichung des ersten Grades 
km zwei unbekannten Grossen 

6a?— ay = l, 

wl 6 relative Primzahlen sind , aufzulösen , so liefern nach 
Vorhe^henden offenbar die Werthe 

n* 



U7 



Abo igt nach A) : 



6)^= 



w» 9i+9ii+ih + 9^ + "" + 9m' 



od nach 5): 



Nach 3) und 7) ist 



a a 



/ .> 



«1 Mkdi 3) und 6) ist 

6 



ist jederzeit 

8) «=fli'+9» +^«'+^4 +— •+y'»" 



9) i»'=:9i+9a+9s + 94+— •+9m. 
ist anch Immer 

10) a:-=ft'+^t+y8'+y4 +•— + »«•' 



11) 6:^=jfi-f 9a+98 + 94 + -— + 9»; 

d«r in den kleinsten ganzen Zahlen ausgedrückte Werth des 
T ist folglich jederzeit 

fl'l +^2 + ^8 +^4 + — +^m 

Dm das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, tväh' 
wir die beiden ganzen Zahlen 77 und 91, und setzen demzu- 
0=77 und Ä=91. 

Bringen wir nun zuvCrderst das Schema 1) in Anwendung^ so 
'' wir die folgende Rechnung auszuführen. Die derselben im 
tehenden gegebene Anordnung hat man sich für alle ähnlichen 
kza merken« da nach unserer Ueberzeugung schon der grossen 
'ichheit der Sache wegen sich eine bessere nicht finden lassen 
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77|91|1 
77 

14 

91 

77|105|1 
77 

28 

77111911 

77 

42 
91 

77il33il 

77 ' 

56 
91 

77114711 
77 

70 

wTPTTft • Hier ist «=11. A! 

77I161I2 a 71 

154 TO~rr ~'^ *'** gros» 
.7 meinschaftliche Maasf 
ü a=77 und 6:^91. 
77|98|1 
77 

21 
91 



77|112(1 
77 

35 • •■ 
91 

77112611 
77 

49 
91 

77114011 
77 

. ■ ■ 63 
91 

77|154|2 

: . ..■ 154 

..;•;.■,. • ■ . Q 

Das Schema 2) führt zu der folgenden -Rechnung: 



u% 






1 

1« 


■ •." .' 




77 




• 




77 








9t|iS4|l 


• 






91 




f . .- '• ^ 




63 








77 


■ 






91114011 
91 


• • 


• 

1 




tö 


• . • ■ ' 


w * 


■ '■ ■ 


77 




• 




9i\iSS\i 


, 


r 


1 


91 


• 

b ' 1 ■ 


• 




M 


«1 ^ 


1 




77 








91111211 


• 


' .. 1 , 'f 


'H ■. 


91 


^ . ■ • 1 ■ / 


I, 




21 


J 

f 


■.). 


- 


77 • 


■ 


* 1 

• . • ■ 


i - 


ßim 




•• ' , 


1 


91 


_ _ J 


1 ' ■ 1 


1 ■ 


7 
77 


; Hier ist m' = 


=13. Also ist 


91|8l|0 

... Q 


m' 13 ' '''« 


grösste 


«e- 


77 


memschaftliche 


Maas« 


von 


a=77 und Ä=i 


»1. 




91 16111 








91 








70 








• "77 


1 t « ■ 


- 1 


1 
t 


9l|tl7|1 


1 


1. 

f 


1 • • » 


9t 






1 f 


56 


■ 






77 . 


. .11 






91 läSil 


1 • 






91 


■ 






42 






* 


,. -77; 








911191 








91 








2B 








77 








911105;! 








91 








14 




« 




; 77 


■ \ 


1 


t ■ 


■ 9119t 11 ■ 


■ .■ . • 


..:■•:' 


.* • 


91 








Ö 
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Ab» ist nach 4): 



6)^= 



■dnadi 5): 



W» yi+ft + % + y4 + — . + ym' 



7N *_ ^? 



Nach 3) und 7) ist 



Mdi 3) und 6) ist 

j6 _Ä 

ist jederzeit 

8) «ssft'+y« +^«'+^4 +••••+ y« 



9) m'=:9i+9s+9s + 94+— •+9»' 
ist anch Immer 

10) «:^=?i+^«+y»'+y4 +•- + ?«-' 



11) 6:— ,=9i+92+78 + 94+«-«- + 9»; 

der in den kleinsten ganzen Zahlen ausgedrfickte Werth des 
n 
T ist folglich jederzeit 

yi+ya+fl's+y4+— +y« 

Dm das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, t^äh- 
wir die beiden ganzen Zahlen 77 und 91, und setzen demzu- 
«=77 und 6=91. 

Bringen wir nun zuvorderst das Schema 1) in Anwendung, so 
'^ wir die folgende Rechnung auszuführen. Die derselben im 
tehenden gegebene Anordnung hat man sich für alle ähnlichen 
bin merken, da nach unserer Ueberzeugung schon der grossen 
'jdiheit der Sache wegen sich eine bessere nicht finden lassen 
te. 



I • ■ • ■ : , 4 

* « ■ J V t 
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77|91|1 
77 

14 
91 

77|105|i 
77 

28 

77111911 

ZI 

42 
91 

77iia^i 

77 ~ 

56 
91 

. 77)14711 
77 

70 

77|ISll2 a 77 

1 54 m=^iy=' ^** grSsst 

.; meiiwchaftliche Maass 
It a=77 und 6=i91. 
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49 
9t 
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77 

9t 
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>..■•.•.■ 154 . 
•; : •■> ■■.••■• 

Das Sohemä 2) flihrt zu der folgenden Aechnuiig: 
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Also ist k=^l und 

^i+^2+S'3 + ^4 + ^ö + y« + ^r = + 1+0 + 1+0+1+1-= 

folglich nach dem Obigen ;i; = — 4, ^=7 eine Auflösung ui 
Gleichung; und in der That ist auch 

12.(-4)+7.7 = l. 

Wenn die Gleichung 

12a:— 7^ = -l 
gegeben ist^ so bringt man dieselbe auf die Form 

7^— iarx=l, 

und erhält durch eine der unmittelbar vorhergehenden ganz gl 
Rechnung die Auflösung x = i, ^=7; und in der That ist 

12.4-7.7=— 1. 

Hat man endlich die Gleichung 

12a:+7^=— 1 oder 7y + rir— -1 

aufzulösen/ so findet man nach dem Obigen leicht die beidei 
lösungen 0?= — 3, y=5 und a;=4, 1/ = — 7; und in der 
ist auch 

12.(— 3) + 7.5=— 1 und 12.4+7.(— 7) = — 1. 

Eine Auflosung der Gleichung 

15a:+2-2^=l 
ergiebt sich durch die folgende Rechnung: 

22|15|0 • 

15 
15 

22|30|1 
22 

8 
15 

22|23|1 
22 

1 
Weil nun A:=3 und 

9^1+^2 + ^3=0 + 1 + 1=2 

ist, so ist nach dem Obigen a:=3, ^y= — 2 eine Auflösung 
rer Gleichung; und in der That ist auch 

15.3+22.(— 2)=:1. 
Eine zweite Auflösung ergiebt sich mittelst der folgenden Recht 
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1512211 
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1512911 

15 , 
14 

1513612 
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15 

li 

15|33|2 
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I5|32|2 
30 

'2 
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'nendliche wiederkehren miissten, man also niemalBi auf einen 
bwiodenden Rest kommen könnte , welches doch bekanntlich 
seit endlich einmal der Fall sein muss. 
lind nun a und b relative Primzahlen , so ist deren grusstes 

inschaftiiches Maass — (m. s. den vorhergehenden Aufsatz) die 

it, und folglich m = a*. Also kGnnen offenhar die a—1 nicht 
ivriDdenden, sämmtlich unter einander ungleichen Reste 

'*l * ri > ^8 > f* » • • • • f »— 1 

m alle kleiner als a sind^ nur die in einer gewissen Ordnung 
imeDen ganzen Zahlen 

1, % 3, 4,.... 9 a — 1 

mid eet muss also unter den Resten 

''i» ^«> rjj 74, ....ra— i 

eo Fft||en die Einheit vorkommen. 

leBelcbnen wir jetzt denjenigen unter den Resten 

ler der Einheit gleich ist, durch rjb» und setzen also rjt=], 
wir nach dem Obigen die folgenden Gleichungen : 



u. s. w. 

Tk-i+b = aqii-l; 
h deren Addition sich die Gleichung 

bk=zaiqi + q2+qi+q^+'' + qk) + l 

I 

»Ar — a(^ + y,+^ + y4 + ... + ^jfc) = l 

Bsbea wir nun die unbestimmte Gleichung des ersten Grades 
idieo zwei unbekannten Grössen 

6a:— ay = l, 

ß und 6 relative Primzahlen sind , aufzulösen , so liefern nach 
I Vorhergehenden offenbar die Werthe 

11* 
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Als» ist nach 4): 



6)^= 



w» 9i+9%+gs + 9^ + '- + 9m' 



od nach 5) : 



7)5=r7 



Nach 3) und 7) ist 



a o 



/ .» 



nach 3) und 6) ist 

6 



[lilJaA Ist jederzeit 

8) «=ft'+*i +y8'+»4 +-+y'" 



9) i»'==9i+9^+9s+94+-.-+9»- 
iÜM ist anch 'Immer 

10) a:-=?i'+^«+yB'+?4 +•— + ?«•' 



11) *-^'=ft+ft+ft + ?4 + — - + 9«; 

dir in den kleinsten ganzen Zahlen ausgedrückte Werth des 
7 ist folglich jederzeit 

um das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, tväh- 
wir die beiden ganzen Zahlen 77 und 9l , und setzen demzu- 
a=77 und Ä=91. 

Bringen wir nun zuvörderst das Schema 1) in Anwendung^ so 
*~ wir die folgende Rechnung auszuführen. Die derselben im 
' benden gegebene Anordnung hat man sich für alle ähnlichen 
n merken, dia nach unserer Ueberzeugung schon der grossen 
iheit der Sache wegen sich eine bessere nicht finden lassen 



158 

77|91|1 
77 

14 
91 

77|105|1 
77 

28 
91 

77|119|1 

ZI 

42 
91 

77il33il 

77 

56 
91 

. 77114711 
77 

70 



1 


mm.-mi,* • Hier ist m 11. i 
77|161|2 o 77 
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' ' l>QS. äöhemä 2) führt xu der folgenden Aechnung: 
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91114011 
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77 • 

910811 : 

'91 

. , I ■ • » * 

7 
77 ; Hier ist m' = 13. Also ist 

91^ ^=ß=7 das grösste ge- 

, jöT mcinschaftllche Maas« von 
1^ a=77 und 6=91. 

91|iSr|l 
91 

70 

' '77 
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77 . 
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UnendJiche wiederkehren miissteD, mao also niemalBi auf einen 
w^hwindenden Rest komnien könnte , welches doch bekanntlich 
rzeit endlich einmal der Fall sein muss. 
Sind nun a und b relative Primzahlen , so ist deren grSsstes 

?inschaftliches Maass — (m. s. den vorhergehenden Aufsatz) die 

eitj,^ und folglich nt = a«. Also können offenbar die a—\ nicht 
iiwindenden, sämmtiich unter einander ungleichen Reste 

^1* ri> ^8» r»»'»'-^»— 1 

Im alle kleiner als a sind, nur die in einer gewissen Ordnung 
mmeneD ganzen Zahlen 

1, 2, 3y 4, ....9 a — 1 

and e9 muss also unter den Resten 

^l> ''«5 '^z'y r*»**"''«— 1 

len Ffi||en die Einheit vorkommen. 

Bcveicbnen wir jetzt denjenigen unter den Resten 

her der Einheit gleich ist, durch rib» und setzen also rit^l^ 
wir nach dem Obigen die folgenden Gleichungen: 



6 = a^i+ri, 

u. s. w. 

h deren Addition sich die Gleichung 

r 

*Ä: — 0(71 + 92+^ + ^4 + ... + ^t) = l 

Haben wir man die unbestimmte Gleichung des ersten Grades 
Kken zwei unbekannten Grössen 

6a?— ay = l, 

A und b relative Primzahlen sind , aufzulösen , so liefern nach 
i Vorhe^henden offenbar die Werthe 

11* 
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Ukumr Sector ist aber der Zeit proportional, weiche der Korper 
idbraucht hat, um vom Perihei A Ins zum Punlct P zu geiangeu ; 
uigUch ist auch diese Zeit proportional 

E — e sin £. 

Bass man aus der yorliegenden Figur auch alle die Relationen her- 
Mteo könne, weiche in der Theoria motus. pag. 8. zusamraenze- 
•tdlt sind , ersieht lüan leicht folgendermassen. Fügt man zu oen 
honts eingeftihrten Bezeichnungen noch hinzu: 

e = 8in^, a^,i^=zd^ — i* oder&^ = a* — a*c' 

d. h« 6= neos ^, 
SP=r und W. ASP=v; 



io wird 



Fmer 



S IV=— r cos I? = SO + O Tr= ae^a cos E , 



rcosr = a(cos£ — e), wie Nr. IX. a. a. O. 



PJF=rsinr=-eiF=rtcos9sin£,wieNr. Vlli. 



= ö^ (cos iE* + sin 9* — '2ecosE+cosg>*B\üE^) 
oder r=a(l — ecosE), wie Nr. III. u. s.w. 



Wegen der Uebereinstimmung der vorstehenden Gleichungen 
I Bit denen in der Theoriamotus, muss also auch die dortige Glei- 
[dung zwischen der mittlem und excentrischen Anomalie 

Mr=^E — eeXnE 

[Her stattfinden. Da ferner nach §. 1. 



wird auch 



ASP:=''ASQ=\a^coBfp{E^csmE)', 



ASP— io'cos q> . ^^^^^^l^ (Theor. mot. pag. 6.) 



B 



\^SP ist also der. In der Zeit t beschriebene Sector. 

§•3. 

Anmerkunn. Wegen der schwierigen Construction dieser 
Cnve (der Cycloide) ist in der Praxis zweckmässiger eine 
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endliche wiederkehren miissteD, man al^o Diemals auf einen 
ytodenden Rest kommen könnte, welches doch bekanntlich 
it endlich einmal der Fall sein muss. 
id nan a und 6 relative Primzahlen , so ist deren gr5sstes 

schafiliches Maass -- (m. s. den vorhergehenden Aufsatz) die 

,^ und folglich m=:a. Also können offenb^ die a— 1 nicht 
rindenden, sämmtlich unter einander ungleichen Reste 

^l» ^9 ^S9 1*4, ... . r»—! 

alle kleiner als a sind, nur die in einer gewissen Ordnung 
lenen ganzen Zahlen 

1, 2, 3, 4,...,y a — 1 

iid em muss also unter den Resten 

''i> **«» '*3> r4, ....r»— 1 

I Fä||en die Einheit vorkommen. 

■eicbnen wir jetzt denjenigen unter den Resten 

Ti, r^, r^9 r4,y..r«_i 

r der Einheit gleich ist, durch n, und setzen also rk=l, 
wir nach dem Obigen die folgenden Gleichungen : 



U. 8. W. 

rt— a + Ä — a^rfc-i+r/b^i, 
Tk-i+b — aqk+l; 

t deren Addition sich die Gleichung 

bk=a(qi + q2+qB+q4 + '" + qk) + l 

bk'^a(qi + qt+qz + q4 + "- + qk) = l 

[obeB wir min die unbestimmte Gleichung des ersten Grades 
ken zwei unbekannten Grössen 

6a;— ay = l, 

uad b relative Primzahlen sind, aufzulösen, so liefern nach 
»Vorhergehenden offenbar die Werthe 

11* 
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Dieselbe wird sich ausfuhren lassen , wenn man im Stande 
den Werth 



(r«— 2rr'cos9+r'2)^ 



in eine nach Potenzen von cosq>, oder noch besser in eine i 
den Cosinus der Vielfachen von tp geordnete Reihe zu entwicl 
Denn 9 wenn man hat 

1 

1= -^ + Äcos ^+Ccos29+Z> co83g>+..„ 

(r«— .2rr'cos9+r'2)* 

so wird 

r — /cosy i At-\-Br cos (p+ Cr cps2q>^Dr cos i^ 

TZ Z ; Hn — 1 *— ^r'cos» — £r' cosm.cosQp 

(r2^2r/coS9)+r'a)^ ( -G.^;os2g>.cos^... ' , 

und wenn man hier überall 

cosp9.cos<jp=lcos(p+l)g>+icos(p-r-.l)9 
setzt 9 so erhält man . ... 

2) r-r'co.,p _ ^At-IBt-) 

(r* — 2rr' COS 9 + r'*)* 

+(Br 2 — r')co89 

+ ( ßr — ^^y-r) cos 2g> 

-\-(Dr 5 — r)cos3q> 

u. 1^. w. 

Mithin ist , 

dlF=crrfg>|(Jr~iJBr')+(Är~^^^^')cos9) 

+(&— ^^|^0cos2g) + (Z>r~— J^rOcosa^).; 
also das Integral 

W=criJT'^lBr')<p+cr(Br—^^^^')smq> 

+ lcr(Cr y-r')sin29 

+icr(Z>r-^i^')sin39> 
•f n. s.w. 
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Da ^Bm lolegnl zwischen den Gränzen 

q>=:0 und g>=z27t 

I nehmen iirt, so reducirt sich dasselbe auf den äusserst ein 
Aen Werth 

3) W=:2cm(Ar---lBr')y 

I welchem die Grossen A und B noch bestimmt werden müssen. 



§. 4. 

Die Bestimmung der CoefBcienten A und B geschieht durch 
iiAnsfllhmng der Entwickelung 

(ri_2rr' cos g> + r'*)- ^ = il +Ä cos 9 + Ccos 2g>+...., 

am schnellsten nach dem binomischen Lehrsatze und den 

m Reihen Ar die Potenzen der Cosinus sich ausführen 

Oie Nothwendiskeit aber, zur Beantwortung unserer Frage 

•A eooTergirende Remen zu gewinnen, erheischt einige Umw^e, 

'faen V^ndungen die Darstellung von Lacroi^ in seinem 

riittf du calcul difiärentiel et du caicul integral. 

112. ff. mir als Wegweiser gedient hat. 

Beieichnet man VZ^ durch t% so hat man 

e'V + e-'f ■ 

cos tp =: 2 ' 

w e die bekannte Bedentnng hat. Dann ist 

4) r«— 2rr'cos9+r'«= i-'-rr' («''' + «"''') + r''« 

=:(r'_rc''')(r'— rc~'*). 

" Nelimen wir znnSchst 

I*— 2n' cos <p+r'*= (r—r'e'^) (r_r'e~ '«') , 
Hb ist 

I 

(r«-2r/cos9)+r'«)~'"^(r--rV>)-'".(r-rV-^)~'", 
■d Dnn nach dem binomischen Lehrsätze 









i: 



. m(m+l)(m-K2) /r^» Sup , 
+ 1.2.3 \rj ^ • • *' 



n* 
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8 5. 

Dies wird sich thun lassen, wenn man aus 

(r*— 2iT'co89)+/*)'"'"=r""*'"(a+j3eosg?+ycos2g)....) 

hnoleiten weiss: 

8} (?■— 2n/cos9+r'^-(>"+»)=r-«("H- i)(«j +ß^ cos 9+)^ cos 2g)..), 

sodass man o^, ßi, )f|.... als Functionen von a, ß, y.... erhält. 
Ben^ alsdann kann man auf dieselbe Weise von -— (m-f 1) zu 
—(«4' 2) fibergehen, mithin von i zu h — 1, von da zu i — ^2 oder 
^J. rinn ist aber 

(f'-ar/cosy+r'^-^-H) ^ ('•■--a.T'cosy+O- 
^ ^ ' ^ r*— 2fT cosg)+r* 

.■ifliiD anch 

(M-ni I A i o > r-g"» (« -t- P COS y + y cos 2y .. .) 
'W-i)l«i+Acosg,+yicos29...}=: ^-2iycosy+r^' ' 

wenn der Nenner weggeschafft wird: 

r-« |fl^ (r«+.ri*) + A (r« + ri«) cos 9 + yi (»^ + »"i*) cos 2g).... 

— 2«ir/ cos 9— 2/3xr/ cos g) cos 9— 2yiiy cos 2g) cos g)....} 
= a-|- /} cos g) + y cos 2g) -|- 6 cos 3g). . . . 

iletttman in dieser Entwickelung statt cos /;g). cos g) seinen Werth 

i cos (p + l)g) + i cos (p — l)g) , 

[mI bringt man dann alle Glieder auf eine Seite» so erhält man 

(«1 (»*+/«)— ftrr' -r»«) 
+(A (»*+»''*)— 2airr'—yirr'—r2/3) cos g) 
+(n (r*+r'*)— ftrr'— «ir/— r2y)cos2g) 
-|-u«s.w.=0. 

zur Bestimmung der C^oelBcienten «i , ßi, yi . . . . die 
ig« 

c^ (r»+ r «) — ft rr' — r««=0 , 

' A (»*+ »"'^ -'2airr'— yiir' - r^jS = 0, 
nfr'+O—Arr'-dirr'-rjyr^O, 

u. «. w. 

deren Auflösung man erhält: 

9) Ä „«i (y'+y^)— <«'^ 
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13) ^_ (^^ii^);? 

Setit man nun die beiden Werthe von fi in 10) und 13) gleich, 
w erhSlt man eine Gleichung für «i, ßi, und aus derselben 

4mrr'«t+(w-l)r«ß 
**^ "■*■ m(r*4r,«) 

Allein es war nach 0) auch 

p»- ;? ' 

fiiMcIi kann man beide gleich setzen, und erhält eine Gleichung, 
\ttMt tii die einzige Unbekannte Ist. Daraus ergiebt sich 

15) «i-r», OT(r«^'«)« ^' 

■d wenn dies berechnet ist, aus 9) oder 14) auch ßi. 

Nun verfahre man, wie 8. 5. schon angegeben ist, indem man 
nf dieselbe Weise von der Ent^ ickelung 

(r*— 2rr'cos9)+r2)-(»»+ i)=r-2(mf i){„j^ + /J^ cos 9+yi cos 29... | 

a der Entwickelung 

(r*—2rr' cos 9 + /«)-(•»+*-«) —r-a('«+ 2) {«a+l^a cos9+yjjCOs29...| 

fibergeht. Man erhält nach Analogie von 15), 9) und 14) 



17) h= 



rr 



4(m+l)rr »2 f mr^ft 



h misenn Falle sollte nun m — — i gesetzt worden, damit 

■4-2=1 werde, und aus der Entwickelung 

1 
(r* — 2iT'cos9+r'*)* — r(a+/J cos (p+y cos 2g)...) 

& Entwiekelang 

(1* — 2rr'G08 9-|-r'^ * = r ' (a2--fti<*»«9 + ya<'*os29...) 
Woigehe. 
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Führt man dies aUs^ so erhält man aus 15) u. 9), 16) u 

/*1— (,.2 y'Ä) '^* . . 

. (y^4-yi^)tfi — (xr^ 

rl — Z^ > 

19) \ 

[^ — (y2 /2\a •'^ » 

Pa= ZJ • 

IT. 

Jetzt braucht man nur in den beiden letzten Werthen ü1 
statt Ol, ßi die durch die beiden ersten Formeln gegebenen W 
zii substituire.D und die Reductionen auszuführen, um folg 
sehr einfache Werthe zu erhalten: 

20) C^=:^^_^^2^2>' 

21) Pa== /^2 j/2\2' 

Es sind mithin von der Entwickelung > 

"22) (r*— 2rr'cos9)+/«)"'*=r""^{a2+/3aCOsg).+yaCOs2g>. 
die ersten Glieder gefunden* 



Die Losung unserer Aufgabe hatten wir davon abhängig gei 
(cf. §• 3.), dass für 



(»•2— 2iT'cosg)+r'«)* 
die Reihe 

A-\-Bcosq> + Ccos2g),... 

gefunden würde. Dies ist in §. 7. geschehen^ wenn wir die t 
tnese auf der rechten Seite von 22) auflösen ; mithin ist 

oder mit Benutzung der Formeln 20) und 21) 

CtT 

23) -4 = ^^2 n*)*' 

9i\ n ^^^^ 

-V ^-(^_y^2)a- 
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% 

N 

1 .2...P i^/*)(^)-^ 1.2.3...P ^'(„+^,, 

Brilon wir dies« in der Gleichung (9) für p=l, % 3,...n in 
ünrendnng, so ergiebt sich; 

m durch seine Allgemeinheit und Eleganz bemerkenswerthes 
Ikortni. 

/9) Es sei 

* I 

■d 



i4:^^/^'^(^')=iÄ^^^"^^^ 



witd 






i|^ Zu bemerken- ist noch, dass es zwei spezielie Fälle giebt, in 
*de1ien sich die Reihe 



(,pl)n — (p—ll^in Pi + (p— 2A)« ;?2— — * 

n n . ' 

Mehe zur Bestimmung von Ap oder jEJp dient, summiren lässt. 
Ibi ludet nSmlich fttr X=— 1: 

■i daher nach Nr. (3) 

TheU Vn, 14 
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1 

'if=i75::^lf»"-(/»~i)"ft +(p-2)-|i, ±l»p,H-i 1... (15) 

Beweis. 

Difleienidrt man zu Bebof des Beweises tod n auf n+i die 
MchoDg (14), so wird 

Setzen wir dagegen 

^^^ =Xe'f(e^ +Xe^'r («*) +'Xe"r («*) + - 
md Fergleichen diese CoefBzienten mit den vorigen^ so ist 

n-f-l n 

n-\-l n n 

n-f-l n n 

etc. 
tterbaopt fSr ein ganzes positives p : 

«4-1 n n 

Ap =^pAp +-4p- 1 , 

i. h. vermöge der Werthe von Ap und ^|i-.i: 

+ (l^^l)» - (p-2)- (P-I)i + (p-3)» (/,-!),-.... }. 

femt man je awei unter einander stehende Glieder mit Hfilfe 
ii Satzes 

r Pr — (p— l)r- 1 = (p— l)r 

[anmmen, so wird' 

Man hat aber bekanntlich 

r k 

Mgücll 

14* 
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1 

und mithin durch Anwendung dieses Satzes fiir p=0, 1, 2, 

was das Nämliche ist^ als wenn man in der Formel (15) it-f 1 fl 
n gesetzt hätte. Das dort ausgesprochene Bildungsgesetz ist dei 
nach richtig. 

Anwendungen. 
Setzt man 

4=/?«-(p-l)»Pi + (p-2)«/ia- (18) 

so wird 

.... + j7^— Ä««"/t»)(e').... (19) 

>was für die Anwendung bequemer ist. 

1) Für m = Ka +y) , also f^^(y) = ^ '(^"^y ^ (- 1)" 
und 

erhalten wir 

•±^*-(^) <'^ 

2) Für f(y) = (a+yy findet sich eben so leicht 

• +»^ä'(h+^; } (21) . 

also z. ß. fiir ft = — 1: 



dar« 



a + e'K^Vö + e^y **(a+W ^•*' 



^«(^)"(.(22 
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Man kaoD leicht noch einen anderen etwsis symmetrischeren 
idmck finden, wenn man in (20) n-f 1 för n setzt und l^emerlct. 



« 



. Man hat dann 

•••±;rn^ii(^;i)^^ (23) 

Ans der Vergleichung von (16) und (17) folgt aber. 

i |p-+i _(p_l).+ipj + (p-8)»+»p,- .... I 
=pn — (p—lym (p_l)j 4.(p_2)« (p-l),-.... , 

■ L • 

^ J^j|=p- - (/^-l)• (p_lX-Kp-2)- (p-1), _ .... 

■iweiiD wir mr Abkürzung 

p 

ten: 

jj =p- — (p-l)" (p—l)i + (p-2)« (p— 1), - .... (24) 

Nsd Nr. (23) ist nun für die hierdurch bestimmten Werthe 
ir CoefBzienten </: 

imt man jc negativ, a-^^-^1 und bemerkt, dass 

e-' __1 !_ 

it, 80 erhält man 

<-)-^f?^!=J.(;-Li)+J.(jii)'+- 

1/1 \»+» 
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1 

und mithin durch Anwendung dieses Satzes für ^=0, 1, % 

^^P = 172^ '^"^ ' "" (P-1)"+* Pi + (p-2)»+ 1 ;,j,-... }... (17 

was das Nämliche ist^ als wenn man in der Formel (15) n + t ß 
n gesetzt hätte. Das dort ausgesprochene Bildungsgesetz ist dei 
nach richtig. 

Anwendungen. 
Setzt man 

ip=p»-(p^l)»Pi+(p-2)»pa-^ (18) 

so wird 

dnf(px\ In In 1 « 

.... + 47^— Ä.«»'/t»)(e').... (19) 

was für die Anwendung bequemer ist. 

1) Fär/-(y) = /(«+2,), also /"(p^) = *-^^qfc^ (- 1)!» 

und 

\9 



fi^ ^' '^^''^ («')=S- ^' (^^) 



erhalten wir 



c^/Co + c^) 1 g. / e» \ 1" / C_V. 

2) Für /*(^) = (a+y)^ findet sich eben so leicht 

r 

• +f-Ä.(^q^) } (2t) 

also z. ß. fär fi= — 1: 



i»(a4e^) -i — 1 



- J+^ I *i \a V^J "" ** (a +^) + - 



^•(^)"(*<22 
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wir bloss zu seigen, dass dieselbe (ür die (n-f l)te Ordmoig gilt» wenn 
m fiSr die nie richtie ist. Differenziren wir zu diesem Zwecke 
fie Gieichung (3)» inaem wir sie in der Form von Nr. (1) benut- 
MB, so kommt 



=5irK4-«) 4 x^n^h + (2i-«) J, x*ir («^) 

i I 

[■JweDn wir 

■ «+i 



*-* • 

:i"-i: 






■J^ — 1-- ^ 



«+i 



(pX— n) Jp + Xil,- 1 = ^p (5) 



K n 

J| Venii9ge der Gleichung (5) ist hier, wenn die Werthe von Ap 
Jp-i nach Nr. (4) entwickelt werden. 



11 
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«^°Ai)_ (-l)^1.2...(«-t) K ^ A\ j__ns_ f„ (\\ 

+1727J»^"'W + + 1 . 2....(M-l)a!«^"' Vi/I j 

oder bei umgekehrter Anordnung der Reihe 



Ferner findet man für X=-f-2: 

« 1.2.3...it ^^ 

1 
und daraus für fi=l> %..*.n\ ] 

oder bei umgekehrter Anordnung 

^:;0^ (2^)- {/t-) (;r2) +?^^^if^/(- 1) (:c«) 

■ «(«—!) ♦ («—2), „. ., ^ ^ . 

wofSrman auch schreiben kann: 

^^^=(2a:)-/t«)(aa)+2.tia(ar)«-2/t-i) (j:«) 
+ 3 . 4 . «4 (2ar)"-4 /("-«) (a») + 4 . 5 . 6 . »te (2*)»- «/{»-») (a?)+. 



*A* 



<M 



••• 



wovon die in Archiv. Thl. IV. S. 364. etc. gegebenen FonuÄi, 
spezielle Fälle sind. 



II. Lehrsatz, 
Für die Bestimmung irgend eines in der Gteic&lÜ 

-j^^Ai e'/'(C)+^ac*'/"(«')+—+4i«"/W(«') (t4) 

n 

vorkommenden Coeffizienten ^p gilt die Formel: r 
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1 

\ 

/*)(»)=Kj»-l)...(fi-p+l)g±^; 

Ugiicb 

1.2...P '' ' 1.2.3...f» (a+a^)P 

Bringen ivir dies« in der GleichuDg (9) für p = l, 2, 3>...n in 
inwendoog, so ergiebt sich: 

^a + arV Vo + Ä*^ 

tb dnrch ' seine Allgemeinheit und Eleganz bemerkenswerthes 

!'S)Es9ei 

ibo 
■d 



i 



i:^^i^'»(*'>=i:Ä:^^'^' 



Mwitd 



I 
p 

},, .Zu bemerken ist noch 9 dass es zwei spezielle Fälle giebt^ in 
idcnen sich die Reihe 



nfehe zur Bestimmung von An oder £p diente summiren lässt. 
WiÄndet nämlich ' fflr X=— 1: 

" X - ,v 1.2.3...W, ,^ . -. 1.2.^(72 — 1) 

wd daher nach Nr. (3) 

TheU Vn. 14 
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« 1 

Beweis. 

Differenärt man zu Behuf des Beweises von n auf n -f 1 die 
Gkichang (14) ^ so wird 

+Ai e^'f (e')+J^ e^*f (e*) + ... 
Sietzen wir dagegen 

iinI ?ergleichen diese CoefBzienten mit den vorigen ^ so ist 

«-f-l n 

n\\ n II 

n\-\ n n 

etc. 
Aeriianpt f&r ein ganzes positives p\ 

«4-1 » n 

n n 

1 k. vermöge der Werthe von A^ und ^j»~i: 

4 = i,2.,.(p— 1) ''*" ~ (JP— ^)" Pr + (P— 2)« pa — (p— 3)" P8+- 
+ (|»-t)« - (p-2)- (p-l)i + (p-3)» (p-l), - .... |. 

it man je cwei unter einander stehende Glieder mit Hälfe 
Satzes 

^^ Pr— (p— l)f-l=(j»— l)r 

lanmmen^ bo wird' 

f I 

t'^'= 1.2...(p-l) '''" - ^''~*^" ^'^'^ +(/'-2)» (p-1).— • ) (16) 
Man bat aber bekanntlich 



(p-l)f=£^p. 



MgBcfa 



14* 
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1 

(;j— r)» (p— l)r = - (p— r)«+ 1 /?r, 
und mithin durch Anwendung dieses Satzes für ^=0, 1, % 

. % = T-J^— {p^+ ^ - (;,-l)n+l pi + (;,-2)»+ Ip^^... ]... (17] 

L • £!»•»• iß 

was das Nämliche ist^ als wenn man in der Formel (15) n-{-i fl 
n gesetzt hätte. Das dort ausgesprochene Bildungsgedetz ist des 
nach richtig. 

Anwendungen. 
Setzt man 

i^=p«-(p-l)«Pi + (/i-2)»;ia— (18) 

so wird 

^!!^= {kcf (C) + j^ia e^'f" (e*) +0:3 «3 «"/"'(«')+• 

.... + 13— Ä.«*'/t»)(«')— (19) 
was für die Anwendung bequemer ist. 

1) Für f(y) = l(a +3,) , also ftp)(j,) = ^ 'fä+y^^^ ^- *>" 
und 

erhalten wir 

rfar» - 1 *» V« + «*/"" 2 *»Va + «*/"''■;■ 

2) Für f(y) = (a+y)/^ fmdet sich eben so leicht 
also z. ß. für fA = — 1: 



<fr(fl4g^) --^ — 1 



"~a + c'|*i(a+^y^**(a+^} +• • 



±^«(^)"(.(22; 
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Mao kann leicht noch eioen aDderen ehia» symmetrischeren 
usdrack findeD, wenn man in (20) 7t -hl fiir n setzt und l^emerkt, 

ISS 

t Man hat dann 

•••±;^^ii(^^)"'^^ (23) 

Aas der Vergleichung von (16) und (17) folgt aber. 

|lp»+»—(p-i)-+»Pi + (p-2)«+ip, -....) 

=/'--(p-l)" (P-I)i + (p-2)« (p-l),-,... , 
L i. . 

i jrj,'=P» - (p— 1)" (p-lX+(p-2)" (p-l)a - •... 

od wenn wir rar Abkürzung 

p r r 
■rtun: 

jj =p- - (p-D- (p-l)i + (p-2)" (/»-l), - .... (24) 

Nadi Nr. (23) ist nun fflr die hierdurch bestinunten Werthe 
ihr CoefBzienten J: 

cKamt man o; negativ» a = *— «1 und bemerkt» dass 

c-^ _J 1 

— l + e-^""— e*+l~~ e* — l 

ht, 80 erhält man 

....+7«4iQ^j:^^ . (26) 



•••• 
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+ (ä^-^i) (ar-Oj)/« (0$) 

u. s. w. 
+ (a:— Ol) (a:— 4»a) (ar---as) . . . (ar— o»,-«)/»*^ (o*^) 
+ (a:-— Ol) (a: — Og) (a: — Ö3) • . . (ar— an-2)(a?— =<>«— 1)/»- 
+ -4 (:t— «x) (a:— fifj) (ar— flg) (a:— a4) . . . (a:— €i»), 

▼oa welchem sich nun die folgenden AnwenduDgen mächen lai 

§. 3. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass die n Grossen 

/h. 9 ^2> ^3> ^4> . . . . ön 

sämmtlich uliter einander ungleich stnd. 

Ist dsinn f(ai)=0, so ist nach denk vorhergehenden Päragra{ 

/(ar) =r (a:--ai)/i (o^) 

+ (ar—Oi) (a:-rHfla)/2 (og) 

+ (a;—ai) (ar—ffa) (a:— 03)^3 (04) 

u. .ip, w. 
+ (a:— Ol) (aj— ffa) (^-—«3) • • • («'— «i^^A-a(««-i) 
+ (a;— Ol) (a?r-t<ia) (^— «s) • • • (a:— Cä*^) (x — a»-i)/n-, 
+ ^(ar—ai) (a?— «a) (ap^-o^Xar— £^ • . . (a;— cf») , 



also 



/(a2) = («2-ai)/i(«2}» 



und folglich, wenn f{a^=zQ ist, weil die Grossen o^ und 02 
gleich sind, also nicht Oa— »1=0 ist, jederzeit /i(aa)==0. 
Folglich ist nach dem Vorher^rehenden 

/'(ar)= (a:— ai)(a:-a2)/2(a3) 

+ (ar— di) (a?— da) (ar— 03)^3 (rtj 

U. 8. W. 

+ (ar— Ol) (ar~fla) (ar— 03) . . . (ar— a«-2)/ni-i(<?r^^i) 

+ (^-^r»i) (a?— öa) ia:—a^) . . . (a^-r-a|»^ («^rrÄi-^)]^(ii 

C * . i 

+ A (ar^a^) (är— Oa) (.r— 03) {x-^a^ . ^ . (a?-^5tJn) ,* 

also 

/ («3) = («3-^) («3— «a)/2 («3) » 

und folglich, wenn f(a^)=:zO ist, weil die Grössen ai^a^,, a^nn 
einander ungleich sind, also nicht 



» f 
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(X—Oi) (jf— Oj) («— Oj) (x — ««) . . . (x—am) 



t 

(tti, o^, 178» ...a») 

(«1* fla> «3» ... a«) 
u. s. w. 
h (-1)»-'* . »„-1 . X 

(«1, Oj, Ob» ...Ofi) 
und folglich nach dem Obigen für jedes x : 

(«1 , da 5 «3 * • • • ^) 

+ i4 . Xa • ^~* 

(oi, a^y a^y ••• au) 

— A . A3 . «**-■ 

U. 5. W. 

I 

+ (— 1)~-* . A . X»-i . a: 

^ (fli , Oa , 03 , . . . Cii) 

+ («1)11 . ^ . a„ (Mod. p). 

Also ist, wenn wir der Kürze wegen 



380 

Ai + A . Si = (Mod. p) y 

UDcl folglich nach der Lehre von den CongmeazeD für jedes x s 
Ml + ^ . », 

Aus dieser Congruenz und der Congnienz 

fi (ar) = (Mod. p) 

folgt nach der Lehre voo [den Congruenzen» wepo wir der Ki 
wegen 



I a:»-! = (Mod. p). 



|ä« 



Ä»^» 



(^19 ^a» 03,. ..On) 
U. S. W. 

("l > «« > flj , . . . o») 

+ /l, — (—1)" . A . »„ 

(«1» fl«» Oj,...«!») 

setzen , f fir jedes a: : 

/'>(x) = 0(Mod.p); 
mlso : 

/i(ai)=0(Mod.p), 

/a(fla) = 0(Mod./>), 

/i(a,) =0 (Mod.p),: 

/2(a4) = (Mod.p), • 

U. 8. W.) 

/a(a«) = (Mod.»; 

welches ans ganz ähnlichen Gründen wie vorher nach §.6. wi< 
nicht mSglich ist, wenn nicht 

«a -" A • A2 

(«1 y ü^9 O} 5 . . . Ofl) 

durch die Primzahl p theilbar^ oder nicht 

A^^ A . Äa =0 (Mod. p) 



= t.4.3.4...(/»— I), 



{,1. i iy ...,P 1) 

folfftieb 

1 + l.i.Ä.4,. .<»— L) . (— Dr-* = (Med. 



Ui OBB 4iie Prnuaiii /r gniwr ai» ±, sa ist /» — ^i me cerai 
2aii*. alM 

vTohei aber ««oeieich in die Anggn taut, das» tüese roogmens anc 
t& /i='i ^it, nnti lixilier uifsemesn usL 

\lte vorim- an» dem In j. 7. bewiesenen Satze hergeleitet« 
ri>n^nienzen sind übrigens an sieh wichtig und interessant 



des OirwrHBCS relatifis i 



Par 

Vouneiir U^ba H. Meyer 

4m Gnnugfn. 



Panr (pi'in pnisse «niTre avec pfais de coomodH^ les 
rsÄo m ■■^mva ntB» , no n» reprtMiairon» d'abord le thi^rnie 
5m, XX3lV. T- VOL de ce joonmi. 

Theoreflift. Seit fjt vne fiinction ta&fantBm tt cntliic de tff i 
degre- p* 

:Soit Fx nne foneücia rationadDie et cfllfiii» de x ^ d^irtf 
ngpnMwta» par L'ef{aBliiia 
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i— 5), Tii, n^,...nm etaDt det» nombres entiers et positifs, et 
9 ''i 9 ''a 9 • • • f*» l^s racioes ioegales de T^quation 

isolue par rapport k x, doDt Tq soit toujoiirs ^gale ä z^ro, en- 
Mrte qao tiq — s^=0, lorsque Täquation Pm^=^0 n'aura pas uoe 
idne ^gaie ä zero. 

Soit q>s ane foDctioo aimliaire, li^e ä Fs par i'eqiiafion 



\ 



4taDt UD nombre entier et positif^ pris de manldre a satis&ire 
la coDditioo 

Soit enfin, pour abr^ger. 



Tk = nk 






\ä k 4tsLnt des nombres entiers et positifs. On aura 

fx _ *^+^ *^ J*t-^ - (1 . ar* 
^x ""4=0 



2^"^'fc+-^l- 



[> Ajoutöns encore que d* t^x designe la d^riv^^ et 3^ ^x Hn- 
te de l'ordre n par rapport ä x d'une fonction qaelconqne iffxt 
que 

I 

Oda pos^ OB Toit qne par la formule (1) tonte fonction ration- 
et fractioonaire de a: sera räduite aox expressions de la forme 



a?— -r 



^* 



jt uti nombre entier et positif. U snffit donc de saToir appli- 
une- oj^ralion relative k x anx expressions 



^. 



X — r 



SoJk poisse applioaer cette o[)^ration k tonte fonction ra- 
le et iiactionnaire de x. On sait^ par exemple^ . 



n 1 n\ 



3x ^= 



(a;— r)»+i * 



25* 
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e qui fait däpendre C de hi donc od aura 



A— fli 



et r^quation (9) «e reduit ä 



Q9) 



Les Operations indiquäes dans le second membre de cette 
^nation sont relaVives a k et h, D'apres ce qui a ^te dit^ Ja 
Imre Cseia parsutte ceos^e fonction de k et ä> .etpovr lexprim^ir 
eette d^pendance^ nous remplagons C par Ck^h' Avec cette d|« 
«tinctioD nous substituons la valeur de K de l'equation (10) dans 
la formule (8)^ et il viendra 



I) 



fc=l fc=o 



- - I 

En vertu d'une formule comrae, 6ti d^VeKyppera eneore h. 
riT^e 



5) 



P = S?*-' Rkf'/^^'-"^ <ps> dx', 



mani^re qu'on ait 



' ) 



»=fii 



P = \S'* (nAl) a?r''^ Rk ^\f^e^^"^^ 9>*'rff',;: 



Ä=0 J ^ 



posant, pour abreger, 



n.— 1— & 



Qk,h = (nt-l) a;r -ßt . 



I, snivant l'equation (4) , 



i) 



Qk,b = (nt— l)«t8r]* 



«?? J^^ 



li'öqaatioB (13)^ jointe ä requation (12), transformera la for- 
i»(it) en 



. * 



(15) 
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■±-if,^ Z Z" \ J^ f. 

( +eVx'CM ) 

Les fonnnles (11) et (15) sont ^^D^ales et sobsistent poni 
toute foDctioD. rationnelle et enti^re /V et pour toute fonctioo q>s. 
Elles se simpüfieront en attribuaDt k Fx une forme particuli^re. 

1. Lorsque T^quation 

F* = 0, 

rösolue par rapport ä x, n'a pas de racines egales, c'est-ä-din 
qu'oD a 

la fonnule (11) se röduit ä 

» 

(16) ^ vx = i^' j Bkf' e'"^'-'"' «p,. <ia^ + e'*' a j . 



2. Lorqu'on fait m= l et qa'on substitue simplement n et i 
ä n^ et ri , la fonnnle (II) donnera : 

(17) -^ 9»* = Sr ' Rif' e ^*^'' g>,. dit'.+ T i' a* C* . 

Or, pour ce cas T^quation (5) se r^duit a 

(18) Fx = (ar-r)« , 
d'oü il swt 

ds Fx =^nlp 
et 

a? Fr = nl ; 
doDC OD aura» en ägard ä Täquation (4), 

f? — ^ — ^ 
puls 

~Jx (n-1)! * 9*'cte. 
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Gette tfqaitton jotnte k I'^qnation (18) change la fonnnle (17) en 



m 



Iß 






3. En preDant f=0 dans la pr^cödente, on obtient 

{mniile par laquelle une int^rale multiple sera ramen^ k une 
Mtfgrale simple. 

n est bon d'observer qu'en räsolvant par rapport ä u r^quatiöo 
CS^rentielie 

OD auTa 



u = 



fs. 



q>x 



et que par suite la valeur de u sera exprlmäe par le second membre 
de la h>rmule (11) ou (15). Od voit que cette valeur de u com- 
fvend des quautit^s arbitraires dont le nombre est ^gal ä 

^gal au degr^ de la fouction Fs par rapport k x. 



§. in. 

Soit ^x an signe d'opöration dätermin^ par r^quation 

Sobstitaons ^x k x dans la formule (2) §. II, > et appUquoDS les 
•p^rations k une fonction fpx * Ott aura 



(2) 

Qr» en posant 






y-Ä 



(px 



ttsiüt 



^xy—Tk .v=9*» 
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«e qiu üit dtfpendre Ilsdit hi doiie od anra 



K= 2 



Ha: (x^b) (x-2$) . . . (a:— A— 1«) (I+6r*)7 JTx 



Cest cette valeur de K qu*il faut substituer dans la foimule 
(^, et pour mettre en ^videoce qae Ux depeod ^e k et h, od 
;|Mmmt torire 17x,ft,& au lien de J7x. Ai^ec cette distinctiöD il viendht 



m 



fc=fii-|-l A=fi> Ä" 



RemarquoDS qu'oD peut faire subir ä la formale (4) des trUns- 
fermatioDS et des simplifications semblables ä celtes que Tonafait 
[lobir ä la formule (11) §. IL Observoos de plus^ queo resolvaot 
[far rapport ä u l'equatioD aux differences fioies 

[k signe ^x ^taot toujours dätermioö pär r^quation (1)^ od aurä 

u = (Fa^)""* q>x. 

Doiie la Taleur de u sera exprimee par le eecood membre de 
[f^atioD (4) 9 . et Ton voit quelle contiendra des foDctioos pärio- 
jdkpies doDt le Dombre est ägal ä 

% + '*« + ••• +^^* 

^gal au d^gre de la fonctioD Fx par rapport ä sc. Ajoütons oa'eu 
rtn de requation (I) le sigoe 4« ^^ reduira au signe dx , lors- 
^'on fait 

6 = 0, 

l'd! que par coos^queDt la formule (4) r^produirala formule (11)^» II. 



§. IV. 

Ed adoptant les memes notatioDs que daos les paragraphes 
lents, et rempla^ant x par le sigue -^ dans la formule (2) 
11,^ il vieDt 



( 



— 1 ff=l||T|«l I 






'5 



'« — rkdy ' 
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u. s. w. 
+ (x — üi) (o:— Oa) (a: — a^) . • . (a;— an-2)(a?— ^-i)/«- 

von welchem sich nun die folgenden Anwendungen mächen lat 

§. 3. 

Wir wollen jetzt annehmen , dass die n Grossen 

fliäiiimtlich unter einander ungleich sind. 

Ist dann/(ai)=0> so ist nach dem vorhergehenden Färagria] 

fix) = (^— ai)/i(a2) 

+ (jr— Ol) (:ir-rHfl2)/i («3) 

+ ( j:— Ol) (Ar— 02) (o:— 03) ^3 («4) 

u. .$« w« 

+ (a;— Ol) (xr^a^ (^— «s) • • • (a:— oi»^) (:t — aa-.i)^-., 
+ A(a:—ai) {as^a^ (jp— %)-(a:— 04) • . . (x—an) , 

also 

Aöa) = («2-ai)/i(«a)5 

und folglich^ wenn f(a2)=0 ist, weil die Grossen «i und a^ 
gleich sind, also nicht a^ — «h =0 ist, jederzeit fi((h)=0. 

Folglich ist nach dem Vorhergehenden 

, . . ■ . . .■ '•, * ' -■ . * 

/(x)= (a;— ai)(ar-aa)A(«3) 

+ (a?— cii) (o;— oa) (a:—a^)f3 (rtj 

U. 8. .W* -s • ' . 

+ (ar— Ol) (ar~Oa) (^—«3) • • • (■^— öi»-2)A-ife-ri) : . 



+ 2l(a?— Oi)(ir— aa)(.r— <%)(a;— a4).^.(a?— »»),' "= ' 



also 



/ («3) = («3— «1) (03— «a)/2 (03) f 



und folglich, wenn f(a^)=zO ist, weil die Grössen Oi . o^, «^ un 
eiuaiider ungleich sind , also nicht 



. 1 



' / :• .. 
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(«3— «i) (ö3~«a) = ^ 

, |edef «eU f^Oh) ~ 0. 
Daher ist nach dem Vorhergehenden 

u. s. w. 
-y (a — ai)(ir— Oa) (o?— c^). . . (x — ««-a) /n-2 («n-i) 

+ (^— «l) (^—«2) (^»?— «3) • • • (^— «»»-2) (a— «n-i)/ii-i («») 

*+ -4 (a?—- Ol) (a?— Oa) (ar-^Os) (a:— 04) . . . (a>— öfi) , 

/ (a^ = («4—01) (04—02) (a4"-«3) fz («4) > 

■1 folglieh» wenn f{a/^=^0 ist, da die Grussen «i» Os» «3» o^ 
vter einander ungleicn sind 9 also nicht 

L (O4— «l)(«4-"«t)(^4"-«3) = 

fi, jederzeit f^ (04) = 0. 

Wie mi^i auf diese A^ weiter gehen kann, ist klar, und man 
rsieht aus dem Vorhergehenden auf der Stelle, dass, wenn die 
ilSrussen 

Ol* O2, O3, 04, •••• Oj» 

itlich unter einander ungleich sind und 
f(a{) = 0, f{a^ = , /-(os) = 0, /(04) = 0, . . ./(o») = 
, jederzeit auch 
f.:Ä(aa)=0, A(fl3)=0, /8(ö4)=0, A(o5)=0, .../W-^(an)=sO 

vpiOU) ;iat ab^r n^ach dem pbigen allgemeinen fpr di^ Function 
j gefubdenen Ausdrucke 

i* ■ . . • . ' 

Iwir gelangen daher jetzt zu dem folgenden Satze: 

• _ . _ ■ 



rBii III au IUI •«' uf*v/i« lA II u. tiu^ 

lander tuigieichen Grössen 

^;.; . Ol , Oa > «3 > 04 > • • • . Oft 

»tzty so dass 

/•(ai) = 0, A«a)=0,/(o3)=:0, /(o4)=0, .../•(o„)=0 
; ajDyi.st .1 
g ^ ^^) = 'Ä (ar-Oi) (or-oa) (ar-Og) (a:— 04) . . . (ar-r-o«). 

24 * 
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■embre de la fonnule (9). Ajoutons qae cette valeur de tc com- 
pend des fonctkms arbitraires^ dont le Dombre est ögal h 

•u egal au degrö de tä foDction Fx par rapport ä x. 



§. V. 

/ 

La formale (1) §. IV. n'est qu'un cas particulier de la formale 
pbs geo^rale 



■ 

ü^tant vme fonction des signes dg, S%,.:,y et g>x,y,s,... ane fonctioD 
■es TATiableB w, ff, z,.., avxqaelles se rapportent les sisaes 
W9,By, d%,.., Cette * formale se d^duit de la formale (2) §. IL en 
lukstituaDt le sigoe Sx kx et appliquant les Operations ä la fonctioo 

V 

f^i^%- * D'apr^ ce qni a 4U dit dans le §• U. oo ^ dädait 

C 4tant ibd^pendant de x, mais da reste arbitraire et fonctioo de 
if h, y, z,.. . Cette formale fera däpendre Topäration 



— 1 



l * 1 (px,u,^,. 

jfnne Operation de la forme 

Lorsqae le signe y repräseote ane fonction da premier' degr^ 
rapport aax caractäristiqaes 8^, d«,.., soit 

aara 

e /y,» — c » '^ » /»>»,.. = /»+«,»+/?,..• 

Mais le signe v passant le premier degrä, il ne sera plas 
ssible d'exprimer Texpression (3) en forme finie. Toatefois> en 
^'^ant en serie^ on a g^näräl'ement 



possib 
rndnis 
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+ (o*-«i) A (««) 

+ («4-01) («^4— «^2) h («s) 

+ (%— fli) (a4— «a) («4—^) /a («4) > 

und wenn also jetzt auch /(oj durch p theilbar, d. h. 

/'(a4)=0(Mod.p) 
ist 9 so muss offenbar auch 

(Äir-ai.) (ii4--ffa) (a4-'ff3)/3 (04) 
durch p theilbar, d« h. 

(«4— Ol) («4— «'2)(«4— «3)/» («4) = (Mod. p) 

^eu). Weil aber a^., fir«B9 03/04 nach der Voraussetzung^ io I 
auf die Primzahl » als Modulus nicht coogruent sind, fko.'p 
in keiner der Differenzen «4 — a^y a^ — a^, a^ — a^ auf, und 
also nach dem vorher schop mehrmals angewandten Satze voi 
Primzahlen in fziß/d aufgehen, d. h. es muss 

/3(a4)=0(Mod.^) 

sein. Wie man auf diese Art weiter gehen kann, unterliegt 
keinem Zweifel mehr, und man übi^rsieht' aus dem Vorhergen 
auf der Stelle , dass , wenn die n Grossen 

0\ 9 ^2 » O3 , A4 , • . • . ün 

in Bezug auf die Printzahl p als Modulus unter einander 
congruent, und die Grössen 

t(ßl)y fiß^)» fM» /(«4)> '"f(On) 

sämmtlich durch p theilbar sind, d. h. 

/•(ai) = 0(Mod.p), 
/•(fla^ = (Mod. p) , 

f(a^ = (Mod. p) , 

u. s. w. 
/(rf„) = (Mod. p) 

■ 1 1 . ■ ■ ■ . 

ist : dann jederzeit auch die Grossen 
dkißh'jjl' Millibar sind, d. b. 



r 
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par saite 



e^' e^=— / 6 e dt I e^ e^^ du , 

Jt^J —X ^ —OD 



aiosi de Huite. En posant^ pour fixer les idees, 

appliquant les Operations ä une fonction de ^ et s , on üre de 
prik^edeote 



t y 






AJoutons toutefois que, d'apres ce qu'on Tient de dire^ cette 
Hilfe subsistera seulement, lorsque Texpression 

e e y e ^ /y,» > 



raoouira pour <=ico et u=-iz^ • 



rheii vn. ^ 
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£in paar einfache Anwendungen dei 

greometrischen Darstellung^ Ima^Uiarei 

Zahlen, Insbesondere auf cubisehe 

Gleichungen. 



Von dem .| 

Herrn Doctor T. Wittstein 1 

cu Uannorer. 1 



Die darch Gauss begrdodete Theorie der complexerr ZabM 
würde nach unserer Ueberzeugung gewiss eine viel schnellere Ai 
erkennung und Verbreitung gefunden haben , wenn es dem b« 
rühmten Georaeter gefallen hätte ^ zugleich recht zahlreiche Ai 
Wendungen jener Theorie zu geben, und wir glauben selbst, dai 
es jetzt noch nicht zu spät sei, solche Anwendungen, so Tiel si( 
ihrer darbieten wollen und so einfach sie auch an sich sein mugei 
aufzusuchen und bekannt zu machen. Am nächsten liegen die Ai 
Wendungen auf die Theorie der algebraischen Gleichungen, wos 
wir bereits Tbl. VI. 8. 225. des Archivs einen Beitrag zu geb< 
versucht haben; ein paar der einfachsten wollen wir hier m 
folgen lassen, indem wir die Voraussetzung machen, dass 
Einfachheit der Gegenstände in dem angegebenen Grunde ihl 
Rechtfertigung finden werde. Vielleicht dürften sie Lehrern 
Benutzung beim Unterricht willkommen sein. 



1. 

Es sei die Gleichung 

a;» — (r = (1) 

fegeben 5 wo a eine positive, negative oder imaginäre Zahl b< 
euten mag, so ist die vollständige Auflösung derselben in d< 
Gleichung 
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Die oben im We9eDtlieheD nach Poinsot geführten Be- 
Mse der beiden Sätze in §. 4. und dem vorliegenden Paragraphen 
Bten^ wie es uns scheint, vorzflglich deshalb ein besonaeres 
teresse dar, weil durch dieselben die beiden genannten Theoreme, 
siehe als die Fundamentalsätze der Algebra und der Zahlenlehr^ 
Irachtet werden können , auf eine gemeinschaftliche Quelle zu- 
iekgefährt werden , welches auch der wichtigste Grund ist, welcher 
s veranlasst hat, dieselben hier mitzutheilen. Ausserdem ver- 
eiien dieselben wegen ihrer Deutlichkeit und Strenge gewiss 
btrhaup#recht sehr, bei dem Unterrichte in der Algebra und in 
m Zahlenlehre benutzt zu werden. 



§. 7. 
Wir wollen jetzt 

MieD, und annehmen, dass es n in Bezug auf die Primzahl p 
^ Hodulus sämmtlich unter einander nicht congruente Werthe 

Ol 9 a^f a^, a^, ., .an 
X gebe, für welche 

Aoi) = (Mod. p) , 
/(oa) = (Mod./>), 
/(a,)=0(Mod,p), 
/(ii4) = (Moip), 

u. s. w. 
/•(«») = (Älod. p) 

Dann ist nach §. 5. für jedes x 

f{x) = A (or— ai) {x—a^ (.r- Oj) (j>— 04) . . . (x- o») (Mod. p). 

Bezeichnen wir aber überhaupt die Ä:te Klasse der Combina- 
'^ ohne Wiederholungen ffir die Elemente 

0\y O2, Ö3, 04.. ...an 



(«1 » «t ♦ «8 , . . . Ofi) 

ist nach einem allgemein bekannten Satze 
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X 

x" 



^ , . . ^ ^ I ^ 4/ 5 

cos ;^ + l ftin «- = 2 + 5" ^ — '^ 9 



COS TT + i sin :r = 

5% . . . OTT 
COS-«- + *ßlD «- 



2^2 

1 

2~" 






r 



in Taf. VI. Fig. 5. ß, C, D. 

Ebenso entsprechen der Gieichang 



TU 

WO ^ =r 1 und 9 = «- ist, die drei Wnrzeln : 

o 



;r' 



a:" = 



0:"' = 



TT . • • TT 

COS g^ + 1 Sin ^ 



= 0,9397+1.0,3430, 



< 



5= 



cos 5 + i sin ^ =—0,7660 + i. 0,6428 , 



;n 



cos ?^+j 8in^=-Ö,1736-i.0,9848; 

y y 



I 



in Taf. IV. Fig. 6. B, C, D, In allen diesen Fällen führt jeder d< 
Bögen XB , XC, XD, wenn man ihn von X aus dreimal auf dt 
Kreisperipherie abträgt, genau wieder zu demjenigen Punkte der-^ 
selben, der dem Winkel w der gegebenen Zahl a entspricht, näm^ 
lieh in Taf. VI. Fig. 4. zu A, in Taf. VI. Fig. 5. zu C, iij 
Taf. VI. Fig. 6. z\iM\ die Punkte B, C, D sefllist aber lieg« 
um je 120 Grade aus einander. 

W^enn der Modulus^ von a verschieden von Eins ist, so geh] 

die vorstehende Operation in einem Kreise vom Halbmesser ^i 
vor sich, worüber es keines Zusatzes weiter bedarf. Ebenso b" 
darf es kaum der Erinnerung, dass, wenn die complexe Zahl 
in der Form et -{-iß gegeben ist, man q und q? durch die Gleichungei 



Q—^Ta^^ß^y cos 9» = 



a 



. ß 

■ - , sm o) = ^^.. 



zu bestimmmen hat. Man vergleiche übrigens den schon ange^j 
führten Artikel ThI. TL S.225. des Archivs, besonders §.3. u.$. ' ^ 



2. 
Eis sei ferner die Gleichung 

oj^ + ^ar + r = 



(2) 



gegeben, so werden bekanntlich ihre Wurzeln nach det Cardani" 
sehen Regel durch die Gleichung 



380 

Ai + A . Xi =0(Mod.p), 

und folglich nach der Lehre yod den CoDgraenzen fUr jedes x ai 
{Ai+A. Ä, j;t.^i = (Mod.p). 

Aus dieser Congruenz und der Congnienz 

fi (x) = (Mod. p) 

folgt nach der Lehre von ]den Congnienzen, we|iD w^ der Kü: 
wegen 

A(^) ={A^ — A . »2 



(«1 



, Os, Ö3 » . . . flu) ) 



u. s. w. 

(«1, a^9 a^,...au) 
+ ^, — (—1)« . i^ . Ä» 

(«i> o«* as,...ön) 
setzen , för jedes w : 

also: 

A(oi)=0(Mod.|>), 
/a(aa) = (Mod./»), 
A(oj) =0(Mod.p),: 
/a(«4) = 0(Mod.p), • 

U. 8, W.) 

/a(«„) = 0(Mod.»; 

welches ans ganz ähnlichen Gründen wie vorher nach §.6. wie< 
nicht möglich ist, wenn nicht 

(Oi , II2 9 O} » • . . o») 

durch ^e Primzahl p theilbar^ oder nicht 

A^-^ A . Ä« = (Mod. p) 
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ist. Ako ist 

il, — if . Äa =0 (Mod. p). 

Wie man auf diese Art weiter eehen kann, ist dud schon 
Uar, und wir werden daher jetzt zu dem folgenden Satze geführt: 

Lehrsatz. Wenn 

und für n in Bezug auf die Primzahl p als Modulus 
unter einander nicht congruente Grossen Oi, a^, fhfd^ 
:»am als Werthe von x 

f(a,) =0 (Mod. p)r^ 
f(a^ = (Mod. p) , 
f(a^) = (Mod.»p), 
f{a^) = (Mod. p) , 

u. s. w. 
f(an) = (Mod. p) 

ist» so ist jederzeit 

Ai + A . Kl =0 (Mod.p), 

aia =0 (Mod.p), 

»8 =0 (Mod.;?), 

(«1 » <?» > a^f'On) 



A^-- A 



■a 



^^3 +^ 



u. s. w. 



i^_(_l)-l.^. 

(«1 y «a > «8 * • • • O») 

i, — (-1)« .A . Ä„ 

(Oi, O^, 03,... Oft) 



= (Mod. p). 



= (Mod. p). 



Es seien jetzt 



§. 8. 



a% 6> c, d, 69 .^-t. 



de SSahien, welche kleiner .als die beliebige Zahl p und zu äiit 
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Ul , 0| , C| , Ulf 6] > . • • . ^ 

n Aozahl der ADzahl der Zahlen 

:h ist, sämmtlich kleiner als p, unter einander ungleich und 
» relative Primzahlen sind, so ist klar, dass ohne Küeksicht 
die Ordnung die Zahlen 

M , O , C f C# , ' , • • • • 
«1 > Äi , Ci , €?1 , Pl , . . . • 

eio^ndjBr nicht verschieden sind» und dasi^ also. -j^erz^ei^ ' 

abcde . . . . = Hi 6^ Cj c?i Pi . . . • 

Bezeichnen wir aber die Anzahl der Zahlen 



> 



he kleiner als p und zu p relative Primzahlen sind, durch 7t, 
»Igt aus den Gleichungen 

cur = op + fli, 

u. s. w. 
Ii Multiplication auf der Steile, dass dieJDifferenz der Prodncte 

nach dem Vorhergehenden die Diffesenz .4er iProduete 

a^ abcde ... und abcde •. . > 

ii p theilb^r, pder dass 

(o;»— 1) abcde .... ^ (Mod. p) 

Weil nun aber 

a, 6, c, d, e, . . .• 

9 sämmtlich relative Primzahlen sind, so muss nach einem 
unten Satze p ii» sj^^^i aufisrehen, d. h; «es muss 
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Die oben im We9eDtlicheD nach Po ins ot geführten Be- 
be der beiden Sätze in §. 4. und dem yorliegenden Paragraphen 
iten, wie es uns scheint , vorzüglich deshalb ein besonderes 
inresse dar, weil durch dieselben d^ie beiden genannten Theoreme, 
liehe als die Fundamentalsätze der Algebra und der Zahlenlehr^ 
ilrachtet werden können, auf eine gemeinschaftliche Quelle zu- 
iekgef&hrt werden , welches auch der wichtigste Grund ist, welcher 
m veranlasst hat, dieselben hier mitzutheilen. Ausserdem ver- 
hsen dieselben wegen ihrer Deutlichkeit und Strenge gewiss 
Hriianp0recht sehr, bei dem Unterrichte in der Algebra und in 
■I SEahlenlehre benutzt zu werden. 



§• 7, 
Wir wollen jetzt 



D, und annehmen, dass es n in Bezug auf die Primzahl p 
Hodulus sämmtlich unter einander nicht congruente Werthe 



I Ol, a^, 09, a^j . • .an 

jn X gebe , fSr welche 

f(ai) = (Mod. p) , 
/(cia)=0(Mod.p), 
/(a,) = 0(Mod,p), 
t(a^) = (Mod.p), 

u. s. w. 
f(an) = (Mod. p) 

iL Dann ist nach §. 5. für jedes as 

fix) = A {x—ai) (x—a^ («^-03) (^r— «4) • . . (x- On) (Mod.p). 

Bezeichnen wir aber überhaupt die A:te Klasse der üombina- 
ionen ohne Wiederholungen für die Elemente 

«1, a^9 03, a^.....an 

bnrch 

# 

)o ist nach einem allgemein bekannten Satze 
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(x — aj) (j>-aa) (0?—«%) (x — «4) . . . (x—on) 

(«1, aa» «3» •••««) 
u. s. w. 

(Ol, 02, 03, .. .Ofi) 

+ (-!)« . Ä„ 

(«1, 179, 03, ...On) 

und folglich nach dem Ohigen für jedes x : , 

Aon -{-Ai or»— ^ -f A^X'»^^+ . . . + -^n-i x-\-An 

(«1 , cTa , ds > . . . Ofi) 

(Oi , cr2 > «8 , • . . «y») 
— A . A3 . a;»^' 

(fli> «a> «'s* •.■•Ofi) 

u, s. w. 

1 

^ («1, 02' O3, ...Cfi) 

+ («i)« . ^ . a„ (Mod. p). 

(fli , »2 , «8 , . . . a«) 
Also ist» wenn wir der Kürze wegen 
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/,(a:) = \Ai + A . 



Kl 



(«1 9 fl«> «3> ...On) 



|a?«-^ 



X 



n— 2 



(«1» ««» aa,...a«) 



n. 8. w. 



(«1 . a^, a^, ... an) 
+ An -- (—1)« . A . Ä„ 

(«1 » «2 5 «3 » • • • ^) 



o; 



jietzen» für jedes a; 



/i (or) = (Mod. p). 



Folglich ist 



AK) 
A («2) 

A(«8) 
A(«4) 



(Mod. /?) , 
(Mod. p) , 
(Mod. ;>) , 
(Mod. p) , 



a. s. w. 



/, (o«) = (Mod. p). 

Dies konnte, da n die Anzahl der in Bezug auf die Primzahl p 
•b Modulus sämmtlich unter einander nicht congruenten GrOssen 

Ol, a%9 Hg ' ^4> ••• Or ; 

der Grad der Function A (^) ^^^^ "^^ ^~~1 '^^^9 n^ch <l®ni '1° §• ^' 
bevriesenen Lehrsatze nicnt der Fall sein, wenn die Primzahl p 
t.h dem Coefficienten 

nicht aufginge, d. h. wenn nicht 

Ai ^ A . %i ^0 (Mod.p) 

(«1, «2 5 '/»j .•• (in) 



iräre. Also ist 



J 
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oder, wie man im Geiste der analytischen Geometrie schreibe^ 
würde » 

y = F{x', x") I 

als Gleichung der resultirenden Fläche | 

Setzt man ebenso im zweiten Falle y'==y-\-ij/' und zeri 
f{x) in die beidJBn Theile g>(^)+ii/'(:r), so sina gleichfalls 
Geiste der analytischen Geometrie 

y'==q>(x), y^^ipix) 
die beiden Gleichungen der entstehenden Linie. 



4. 

Es liegt auf der Hand, dass die beiden angegebenen Con«Ä 
structionsmethoden auch dann noch anwendbar bleiben , wenn fSi^ 
beide veränderliche x und y imaginäre Werthe zugelassen wer-£ 
den^ aber zugleich eines von' den vier Bestimmungsstücken dieseif^ 
beiden complexen Werthe in der Construction unoeachtet bleiben^ 
darf. Mit Hülfe dieser Bemerkung sind wir im Stande, die Mehr- 
zahl der bis jezt gegebenen Beweise des Satzes : 

dass jeder algebraischen Gleichung mit Einer Un«^ _ 
bekannten durch einen complexen Werth dieser 
Unbekannten Genüge geleistet werden kann,.' 

an dem Faden der genannten Gonstructionsmethoden systematisch 
zu reproducireo» 

Es sei die Function y=zf(x) von der Foorm 

o:« + «1 a:*-^ + cia^"-* + + 0« » 

und man erhalte durch die Substitution 

X = p-{-iqz=z r (cos <+ 1 sin t) 

das Resultat 

y z=z P+iQ = Ä(cos T+isin T), 

so ist zu beweisen, dass man durch schickliche Wahl von x zu 
dem Resultate ^=::0> d. h. entweder 

12 = 0, ■ 

wobei 7 jeden beliebigen Werth haben kann, oder gleichzeitig 

gelangen kunne. 
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rMuite i la recherche des expressions 

MÜB fx «$tant une fonction ratiomielle et edti^re de Xf on trouyera 
ArectemeDt /a 7« • Nous faisons done pour plus de simplicit^ 

/* = !, 

tft Sorte mfon peut prendre « = et ito=0. Daos ce cas la for- 
■de (1) 9. I. se r^cfuira ä 

träqaatioD (1) §f. IL deviendra 






et Fs stallt dötermin^s par les äqüatioDS 



Ä« = 



n* 



a?* F., ' 



i«« 



malDteoaDt 



y=g 



9*; 



(9#— r*) y = 9* , 



loa dilereDtieHe ä laqnelle on satisfait en preaant 



y:=ze^' I c"^** tpx dx , 



mbsfitaant eette valeur de y dans l'^quation (6) on trouvera 



.^—.^^^-/^fe V g>sdx. 



)onc r^uation (3) se changera en 
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e qui fait däpeDdre C de h: donc on aura 



|«t r^<piation (9) «e reduit ä 

10) Ä^=r=-S H^i^'xC 



Lies Operations indiquöes dans le second membre de cette 
[jfMa^on 80Dt relatives a k et A. D'apres ce qui a ät^ dit^ Ja 
hnre Cciera parsuite ceos^e fonction de k et A, et povr exprimer 
[cette d^pendance, nous rempla^ons C par Ck^h* Avec cette dt« 
ioo nous substituons la valeur de iL de i'equation (10) dans 
formule (8)^ et il viendra 



+ ^ Z e^ X Ck,h . 

*=1 Ä=0 



Ed vertu d'une formule conmiey on d^Vehyppera encore la 
riv^e 

maoi^re qu'on ait 

P = ^* (nAl) aJr''^ Ä* 3?. /*'e'*^'--''V,.da:',.. 



[13) 



Ä=0 t/ ^ 



posanty pour abreger, 
[^ suivant T^quation (4) , 



vn.~l-& 



l) 



Om= (w*--l)wjfc8?* 



öJJJ^o 



L'^Onation (13), jointe ä I'equation (12), transformera la for- 
te (1^ en 
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Les fonnnles (11) et (15) sont ^endrales et sobsistent pov 
toute foDctioD. rationnelle et eDtiere Fx et pour toute foDctioD qtg 
Elles se simplifieront en attribnant ä Fx uoe forme particuli^re. 

1. Lorsque Täquation 

F, = 0, 

rösolue par rapport a x, n'a pas de racines egales > c'e8t«a*diTi 
qu'oD a 

la formule (11) se r^duit ä 

» 

2. Lorou OD fait iii= 1 et qu on substitue simplement n et i 
k rix ®^ ''i 9 I^ fonnale (II) donnera '\ i 

(17) -^9>* = Sr"' iBi r i^"^"^ 9*' dx\\Zi'x^ Ck . I 

Or^ pour ee cas T^quation (5) se reduit a j 

(18) Fs = (:t--r)« , ! 
d'oü ii suit 

et 

8? Fr = nf ; 
doDC OD aura, eu egard ä TäquatioD (4), 

I? — _?_— _1_ 



pois 



8P~ Äi/ /(*"*" y^, <fa/ IS (n—l)l /x ^ ^^' "'^9*'^ 



« * 
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Gette tfquation johite h I'^quation (18) change la formnle (17) en 

<»^^;z:^9"=y, -JF^iyr'' 'vs'dx +£^e j*a. 

3« En prenant t>=0 dans la pr^c^dente, on obtient 

ilHmiile par laquelle uoe int^rale multiple sera ramenäe k une 
[iMgrale simple. 

n est boD d'observer qu'en rdsolvant par rapport k u röquatiöo 
ÜKreDtielle 



anra 






U = T^T' q>x 9 



que par suite la valeur de u sera ezprlm^e par le secoDd membre 
la lormule (11) ou (15). On voit que cette valeur de u com- 
id des quantitös arbitraires dont le nombre est ägal a 

^gal au degr^ de la fouction Fs par rapport k x. 

§. in. 

Soit ^x un signe d'opöration dätermin^ par T^quatioD 

[fld»«titaoDS ^s k X dans la formule (2) §. IL^ et appllquoos les 
[«p^rafions k une fonction q>s * On aura 



iFt^r 9> =2^'S?*-' Ä* E^,<P' 



m^ en posant 



y=E 



(px 



\mät 



^sy-^k .y=9*> 



^quation aux difförences flnied^ qui sera verifi^ en prMMot 
ou 



X ^tant' une valeur particuli^re de x , le signe 2 se rapporta 
k la variable x' y dont l'accroissement est repr^sent^ par e, 
Jl^r ^tant une foDction qui ne change pas, si Ton attrilMe k 
raccroissemeut s, mais du reste arbitraire et fonctioD de r et 
Od aura par suite 



ce qui change la formule (2) en 

(3) (FA^-*g„ = ^ ^r rFi^„£(l+«'*)"^'»'"+^' 
datis laquelle OD a fait, pour abröger, 

Jf = 2; Ör* (l+crit)7Äjt JTx . 

Suivant une fonnule connue od d^duit de celle-ci 

et comme oo a . . 

^t (l+£n)T = X («— £) (x— 9t) . . . («:-Ä=i (l+frik)7~* , 
• il vi«Ddra 

Or, TTT — ^ et JBfc ötant independants de a;, et IIx rtpi 

sentant une fonetion arbitraire des variables autres que x, on si 
stttoera simplement iZr ä 

(wir— 1) r^nj^-l^h p y. 
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» qni fiut dtfpendre Ilxdt ki donc od aara 

Cest cette valeur de K qu'il faut substituer dans la foimule 
(3)y et pour mettre en evideDce qae IIs depeod ^e k et h, od 
Irami äcrire IXr>,ft au iien de J7x. Avec cette distioctioD il viendta 

, fc=m4-l „ « el?. x'=* *— x' 

+ 2 E a:(;i>- f)(a?— 2f)...(^— Ä— l^)(l+€ri^)Tn^x,M• 
IE=l *=^ 

RemarquoDS qu'oD peut faire subir ä la fprmule (4) des tr^Ds- 
kmatioDS et des simplifications semblables ä Celles que Tod a fait 
kbir ä la formule (11) §. IL Observoos de plus, queo resolvant 
■ir xapport ä u l'equatioD aux differences fioies 

I F^^ u :=2 q)s , 

bsigDe ^x 6tsLut toujours d^termiDÖ pär l'equatioD (1), od aurä 

Don« la TsJeur de u sera exprimee par le secood membre de 
*^qoatioD (4) , . et Tod voit quelle contiendra des foDctioos p^rio- 
B^es doDt le oombre est ägal ä 

**! + ''« + ••• + Wm» 

m ^gal au d^gr^ de la foDctioD Vx par rapport ä oc. AjoütoDs qn'eu 
rerta de requatloa (I) le sigoe 4x se röduira au sigoe ix » lors- 
I^OD fait 

g = 0, 

k qae par coDSöqueot la fonnule (4) r^produirala formule (!!)§• H. 



§. IV. 

i En adoptaot les meraes DotatioDS que daos les paragraphes 
■fe^d eots, et remplacant x par le signe -^ dans la formule (2) 
1^ IL 9 il Tieot 



'^ 
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Soit fp»,^ une f onction des yariables sc, y, auxqtielles se 
porteDt les signes dx, By. On d^duit de requation pröc^dent 

f 

et 5 en vertu des prlneipes ätablis dans le §• II. , cette formule 
mise sous la iforme 

(1) f V "^ -^^ ^^ 

»=1 4=50 

D'ailleurs on a g^n^ralemeot 

(2) ««av ^y=:i(,^„, 

et 

(3) flj+a if y+« = dy 'tffyi.a , 

ce qui change la pr^c^dente en 

(4) f V *^ •^^ 

fonnule qui fait voir comment I'op^ration 

—1 



r^' 



peut ^tre appliqu^e a une fonction quelconque de x et y. Pc 
maintenant 

(5) 9>*,sr = 8^^ /i,» > 

p ^tant le degrö de Fs par rapport a x. On aura 

By 9*'.» = 3y . f^iyy 

i 

et, eil vertu de la fonnule (20) §. IL, 

y ötant une valeur particulidre de y , et Bu designant une qu< 
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iidtfpendaiite de y> mais du reste arbitraire et fonction de h et x* 
De plus OD tire ae la pr^cödente« eu ^gard k la formale (3) , 



m 



■f. ^,^,^« =y;^"-" iit»i-^-2tv.„ V 






Ep substituant les valeurs de 9>x,y et dy ^x'yy^ri^x—x*) tir^es 
fa» ^aations (5) et (6) daos la formule (4), il viendra 



rf 



^if A»sr — 



P) ^'^^pR,ßJ^^^'-''\M=^^0^f,,,dafdt{ 



«=1 A=o 



^k valeur de H ätant fournie par requation 

* I;=in4-1 . /*x A=p 1 



OD a 



[j(+r*(j:-a/)]» = -S (Ä) y*^ r? (ar-o/)« , 



tt 4tant an nombre entier : donc 



f *=m-f-l _, • /»r h=p — 1 it=A-l-l n !_ _ 

*=1 t/ * A=t 



ttion qu'oD peut mettre sous la forme 



/'^x k=p — 1 ii=Ä+l n 
2 Z (A) Bk y»-» (ar— x')» Nda^ , 
X ifc=o 11=50 



A=o «=a 
Iqi&t fatit> poar abr^ger» 



2V=*r^'a?*"-*ÄtrL 



*=1 

bien» suivant F^quation (4) §• IL^ 
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Mmbre de la fonnale (9). AjoutoDS qae cette ralenr de u com- 
prend des foDctiotis arbitraires, dont le nombre est egal ä 

i egal au degrö de la foDction Fs par rapport ä x. 



§. V. 

La fonnale (1) §• IV. n'est qu'un cas particolier de la formale 
gäodrale 



— 1 



it one fonctioD des sigoes d^, Ss,...^ et ^x,^,^,... nne fonctioo 



d?, .1^5 2^.., aozqaelles se lapporteot les s^es 

Sgr^ ds, .. • Cette ' formale se d^duit de la formale (2) §. IL en 

ituajit le sigoe dx ä or et appliqtiant les Operations ä la foactioD 

V 
«. • D'apr^ ce qoi a ^t^ dit dans le §. U. oa ed dädoit 

tut ind^pendaat de x^ mais da reste arbitraire et fonctioo de 
^9 y» 2>** • Cette formale fera d^pendre Topöration 



— 1 



Operation de la forme 

Lorsqae le signe y repr^seote ane fonction da premier' degrä 
tapport aux caractöristiqaes dy, 8%,.., soit 






Mu0 



(u0 le sij^e v passant le premier degrö, il ne sera pli 
ble d'exprimer Texpression (3) en forme finie. Toutefois^ i 
lant en särie, on a gönäräl'ement 



US 

eo 



I 
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CM A;s oo8(a0etg^^).oos(arc t^^ •) + •iD(arc tg jp) 8iii(affc tg ^^ oos(^^ 

f' ■ ■ ■ . . 1- 



oder 



ti i: ; •;;• 



]' 



1. 'r'l'.'.'ij 



iE 

Sollen beide Linien aufeinander rechtwinklig stehen, so 

hat man cos A. == 0, folglich 

^^' C08(9)— 9') = — 1, 

■ ■• !■ -•■ ■ ■ 
i^ofür manaucK schreiben kann 

1 

wenn a = a +10'' und c^:^ c+ic'' gesetzt wird. j 

Um hievon eine Anwendung zu machen» wollen wir die Auf- ' 
gäbe lösen: durch den Nullpunkt des Systems normal 
zu der Geraden 

■ ■' t 

eine Ebene zu legen. 



•I r ■ 



Bezeichnet man mit 



i! ■.- • :■ ■ : 'ii'i 



— CX ' * 



= (c+iV)« 



eine durch den Nullpunkt des Systems gelegte Gerade^ so wird 
diese in der gesuchten Eben» enthalteb «äkiv webti'HMii gl^idk^ 1 
zeitig hat .... * * 






. ElinUnir^ ilian vxyi Hülf«^ .dieser (^leichfAc^eiDi^; der iHli4«B 
ÜnbestiiÄmteb c^ und c''^ z^]$. Aiq erste, so!.e$mt man - . ' . 



.* • ft 



y^+ür -ssi'ta^x j 






üiid da hier tj* noch jedes belieBT^^ti rieeiren- W^rtl^M j^^iiii 'jl^ < 
sehi,' Insofern Ste Gerade 9== c:r ^ine. feell^i^d ](|^ge ipQerti«lti d'^er i 
SiestiÜht^n Ebene l^ab^n da/f^. so .unifasst dte; CfleidbunsT . i 



/ • • _ 

■ f 



Co^ff . red. M±5 = 



alle Lagen der Geraden jf=Ffx, welche dieselbe normal zu der 
Geraden y=-ax-\-h annehmen kann, und ist folglich die Gleichutig 
der gesuchten Ebene. Man kann dieselbe, um die i;f|ella 
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X = 1^((a)) 

libalten. Denn man cmistraire die Zahl a in der Ebene der 
iplexen Zahlen^ und sie nehme daseibst die Gestalt an 
(cos^-h^sincp), wo q> einen zwischen inel. und ^In enthaltenen 
tinkel darstellt; so wird der Gleichung (1) jeder complexe Werth 
X genügen, dessen Modulus, zur Potenz n erhoben, == ^ und 
Ben Winkel, n mal eesetzt» entweder q> selbst oder einen um 
Vielfaches von 2% davoq verschiedenen Werth liefert, d. h. 
wird haben 



x=iQn (cos^-^:f h*sm^--r: — ) » 



n 



n 



für k jede beliebige positive oder negative ganze Zahl oder 

1 gesetzt werden <krf. Dass dieser Ausdruck übrigens nur n 

einander verschiedene Werthe darstellt, die in dei; £bene der 

»iexen Zahlen gleichförmig vertheilt auf der Peripherie eines 

^s vom Halbmesser gn liegen, ergibt sich aus der Con- 
stion des Ausdrucks unmittelbar. 

So entsprechen z. B. der Gleichung 

a:3— 1 = 0, 
^=:f und 9=^0 zu setzen ist, die drei Wurzeln: 

jf = cosO-|-^'sinO= 1, 

af'= co8-2- + i8m-g-F=— 2 +2 V — 3 *), 

-- in ^ , . Alt 11 w- — 5 

ar= coö-7r4-i8in-?5- = — ^ — rrv — 3; 



, io der Ebene der complexen Zahlen, Taf. VI. Fig. 4., vroAX 
iitive reelle und A Y die positive imaginäre Einheit bezeichnet, 
die Punkte X, B, C dargestellt werden. Diese Werthe 
_JD erhalten, indem man A:=0, 1,2 setzte; wollte man 
3 etc. annehmen , so würde man nur wieder zu den nämlichen 
m der Ebene gelangen. 

Oder der Gleichung 

a:3+l = 0, 
^=1 und q>=zn zu setzen ist, entsprechen die drei Wurzeln: 



^) Wir verstehen, nach Cauchy, immer die positive Wunel, 
I y^ix ein einfaches Wurzelzeichen setzen. 



26* 



4$8 

OiM$ i^lgimieip«. Glie4 der 4«ick K entoteh«nden Reihe Ut 

I 

... («-H-|-2)(»+r-f3) \^^, 

1.2 

_ r «'+(2r^^)n + (r+2)(r+3)- l ^^^, 

^ r(«+l) («+2) + (2r-f5-3) (w+l) + r«43H4- l ^4^, 

folglich der erzeugende Bruch 

^ - (r=ip +^'+*^ ö^iT»"'' ~2 — r:^ 



•• 1 • i • • ' 



MithiD 

:r. («4J)(ft-HI) ;: 



(1-j;)' 



-4-1- 



t 1 . . r . , 

3) E9 ;«•!! die SiKnme Z ä^ QO»Hi angeg^^bdi werden. 



Nach §. 4. ist hier jB=1, 6=!=1, r=:l, Tz=:t, also 

wp- 1— arcosf 

ßk. zur ■ I 1 1 , 

1 — ^2a:cos*+a:* 

Für a:<H-'4-icos(n-K-|-l)f als allgemeines Glied ist 
7'=—(r0, mithin i 



yi __. cos (r+1) ^— arcoi^r f '^;^| 
"" l-^ce6ii(i^4B^ . ' 



Oi ■ 



folgUch 



i ' l--a?cos if-af+*cös(r+l^ i^äf^^tourt " ! 
f ^^^«»' = 1^2^cos^ + :g^ 



FOr ^e=d ist 



m 



x' =2^1008 I =2.2,449. cos 38'i'54''= 3,8587, 
^ t= 1q\ cos5^— = 2 . 2,44» . cos löS*^ V^kP = - 4,5433 . 
af"=1^'s cos 2±^=2. 2,449. cos 278^1' 54''= 0,6845. 

Es sei 2) gegeben 

x^ + 18 j: + 12 = 0, 
I hat itian 

.y^ = — 6+1^^, ,» = — 6—1^^, 

= 9,874 = — 21,874; 

McIm beiden reellen Werthe durch die Punkte B und C, Taf. VL 
K» 8.9 der A(ihse der reellen Zahlen dargestellt werden mogeB, 
Itan ^£ = 9,874 und ^C = — 21,874. Will man dieselben 

rden Formen 
y' =.^(coA9>-f tsin^i), «3 = ^'(cos^'-f tsing)') 
ntelleDy so hat man zu setzen 
[ ^ = 9,874, ^'=21,874; 

97 = 0, gj= 3t. 

Die Werthe von y finden sich nun nach dem Obigen, indem 
aus A als Mittelpunkt mit dem Halbmesser ^Z>=^i=2,1453 
B Kreis construirt und diesen von Z> aus in drei gleiche Tfaeile 

iut; die Theilpunkte />, £, F entsprechen alsdann deu drei 

rertheii y\ f, f' von y. 

6 Ebenso finden sich die Werthe von z, wenn man gleichfalls 
A einen Kreis mit dem Halbmesser i[G= ^'i= 2,7967 con- 
rt und diesen vou H aus in drei gleiche Tneile theiit; hier 
prechen die Theilpunkte J, Hy K den drei Werthen %\ z" , z'" 

ta z. 

If* I)t^ zttsammengehorigen Werthe von^ und z, deren Summe 
^nsmaidit, sind hier wieder durth die ä^dingnng" charaktefisirt, 
Ihr Product reell sein soll. Mit Rücksicht darauf, dass nach 
Obigen in diesem Falle die Summe der Winkelzahlen von y 
z Null oder ein Vielfaches von it betragen miiss, ist also *x 
ttamnrienzusetzen 

entweder aus D und H , x' = y' + *" ; 
oder aus E und /, xf' =z y" -{- z' ; 
oder aus F und K, x"' = y'" + :'"; 

l^lich erhält man unmittelbar aus der Figur 



4S8 

Dm aflg«ai«ipo Glied der dvreh K entstehenden Reihe ist 



m t 



1.2 
_ r n«+(2r4^)n-|-(r+2)(r+3n _^^^, 

^ r(n+l) (nH-2) + (2r-FS--3) («+!) -f r'-r^H-in ^^^, 



' * , 



folglieh der enei^gende Brucb 



... (l-^)« .., (1.-*)» 

Mithin 

I.A. 



,» ^ 



3) Es jflfU'^le SnAmM £ !>fi cpsitt an^gdttcti werden. 

.0 

Nach §.4. ist hier Ä=i, *=il, r=l, !r=t also 

K- 



1— ar cos t 



afc .11 



1 — 2a:cosif+a:** 

.•'".■ ( ' ' ■ . ■ " 

Für a:»+'+icos(«-|-r+l)^ als allgemeines. Gl^ed ist .6^=36;:=:^=: 
r=— (rO, mitbin i 



ti _ cos (r+1) <— a?cosf e ';;^^ 



.« • .'/ 



folglich 



I • 



> ' 1— a?cosi^af+^cös(r+ftf+it^*<ioisH 

2r^cosnc = 5 — o^^^^^ 1 .^ • 

o 1— Ärcost + a?" 

Für x=A ist 



: I 



A 






t. 

I: 

r 



ThfM 




/ 



j I 



t 



1-^* 



,* 



X 



1 

\ 

\ 1 



I ' 



\ 



\ 



■1 



-*'"* 






..... g— ! .— g y -«— .i-r- 



i 

'i 



.\ 



r 



■f 



V 



\ 



\ 



i 



■ \ 



r 



c« 



4U 

■ ., . Dasselbe, gilt anch. fSr/den zweiiea und dritten Fall. Es 'd 
pSmIich allgemein : . ] 

1 ^11 11 1 11 i'i 

(m--m)«==0==m«+iii«-i(--r»i)i+m»-2(-iw)a+--+w'j (— mV-i+(— m)^ "^ 

Im ersten Falle ist diese Reihe vollgliederig» imzwei^eb( 

fUls^ im dritten aber ist, da ^ ■ • ' 

1 ■ . ■ ■ ■ . . ■ 

*-.: ^-r»»>=3-r r-. 5— ;r- — -- — -7-^ —7-» v ^ ■ ■■.■.! ■ 

1 .•.:■...._ 

für rTTm, ( — m)r=0> wai| auf unsern Satz zurückkommt^ Da( e 

. 1 

allgemeine Glied der aus dem Bruche — ■ - • ■ ■ entstellenden Reih^ 

ist also )' 

iii(m-|-l). ..(m4-n — 1) a^ _ i asi^ . L 

1 . 2 . . . n * a"»+»» "-'"" a"»+» ' " 

».■■*•■ ■ 

und man erhält die Reihe, wenn man n=:0, 1, S,.... J5e|E^ df^l 

1 ■■■...■.■? 

aber ^o=l annimmt (M. s. die vorher ängefArte AMiandting inj 
ersten Theile.)« 

'Das allgemeine Crlted der aus dem Bruche 



entstehenden Reihe ist folglich 



.1 i 



I 






i ■ 



j m(mi-i)...(7n-\-n—i) 6" ^ ■ 

1.2...« a"*+» 

■ ■«""■■ 

uad das allgemeiDe Glied der ans dem Brache 

A 

entstehenden Reihe: 

0^1 

I 

Umgekehrt auch wird eine Keihe , deren allgemeines Gliect ^ 

1.2...n ' a"»+« 



\i 



■ • 



;■ t 



I - • \ ■! ', • • ' ' ■ . ■ ■ . . ... ■ ' • 



ist/zma eraeiigeqden Brach haben : 

A 

.0=:,.f*wsv (o— Aar)™ • 



• 1 1 • 



■V - ,i . 



\ 






tf : 



. i; » 



